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Note concerning Jacques Tits

Presentation

This Note consists of two parts.
Part I is based on an opuscule Titres et travauz scientifiques written in 1972
and divided into three sections modified as follows:
Sec. 1.1 — a brief curriculum vitae which has been updated in year 2000;
Sec. 1.2 — a description of the contents of the papers written until 1972; it is
unchanged except for minor corrections;
Sec. 1.3 — a list of publications which has been completed in March 2000.
Part II is the reproduction ne varietur of mimeographed notes entitled Groupes
et géométries de Cozeter dated 1961 (Ref. 43 of Sec. I.3), which never appeared
in print. This is the first paper ever written on arbitrary Coxeter groups (the
terminology was coined there); it played a rather important, though somewhat
hidden role in the early history of those groups. Indeed the most commonly used
reference concerning them is Chap. 4 of Bourbaki, Groupes et Algébres de Lie, and
the mimeographed notes in question were precisely written to serve Bourbaki’s work
on that volume. But while Bourbaki’s book, and in particular its “Note historique”,
fully acknowledges Tits’ contributions to the subject, it does not explicitly mention
“the preprint reproduced here, which is the original source for those contributions.
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2. Probléme de Helmholiz-Lie
Espaces homogénes et isotropes
Le principe de relativitd en relativité générale

On appelle probléme de Helmholtz-Lie le probléme de la caractéri-
sation commune des géométries euclidiennes et ¢non-euclidiennes» par
des propriétés de «libre mobilités» de leurs groupes de mouvements.
Précisant des idées de Helmholtz, Lie avait étudié ce probléme a I’aide
de sa théorie des groupes continus de transformations. Les résultats de
Lie étaient locaux et analytiques. Les reprenant d’un point de vue global
et topologique, A.Kolmogorov proposait en 1930 I'axiomatique sui-
vante. Soient £ un espace topologique localement compact, connexe,
métrisable et G un groupe transitif d’homéomorphismes de E tel que E
posséde une structure uniforme invariante par G. 8i p,, . . ., P sont des
points de E, G(p;, . . ., pn) désigne Vintersection de leurs stabilisateurs
dans G. Pour = ¢ N*, énongons 'axiome

(M) Quels que soient les points py, . . .,, P € E, de deux orbites
distinctes de G(py,. .. p,) dans F = G(py, . . ., Pr1) - Pus
I’one sépare Pautre de p, sur F.

A. Kolmogorov affirme que si (M) est satisfait pour tout n, Uespace E
posséde une métrique euclidienne ou non-euclidienne telle que G soit le
groupe Isom Z de toutes les isométries. Les paires (B, @) telles que @ soit
complet, en un sens évident, et satisfasse au seul axiome (M) sont
déterminées dans [27], IV. E. L'examen de la liste montre que (M) et
(I,) suffisent & entrainer la conclusion de Kolmogorov, & ceci prés que &
peut n’étre qu'un sous-groupe d’Isom E (en [ait, & une exception prés
qui ne satisfait déja pas & (M), le complété de & est toujours soit Isom &
so0it sa composante neutre). Connaissant les paires (£, ) qui satisfont 3
(2,), on en déduit aussitét les espaces métriques localement compacts
connexes fels que Isom F soit transitif sur les ensembles de couples de
points & distance donnée: ce sont les espace euclidiens, les sphéres et les

_ espaces elliptiques et hyperboliques réels, complexes, quaternioniens et

«octaviens», munis d’une distance fonetion de la distance usuelle. Des
résultats partiels dans cette direction avaient 666 obtenus par H. C. Wang:

Lorsqu’on suppose que # est une variété différentiable et que & est
un groupe de Lie opérant différentiablement sur E (cas auquel on se
raméne en fin de compte en utilisant la structure des groupes localement

- compaets), fe probléme dont il vient d’étre question est un cas parti-

culier du suivant, également résolu dans [27], IV. D: déterminer les
paires (E, G telles que @& soit transitif sur U'ensemble des éléments de
contact {(point et direction) de F, c'est-A-dire sur le fibré en espaces pro-
jectifs «quotient» du fibré tangent.

Les méthodes utilisées pour résoudre ces questlons, méthodes basées
sur la clagsification des groupes de Lie simples, sont susceptibles de
nombreuses autres applications. 11 m’a paru intéressant d’étudier en
détail le probléme suivant. Scit & un univers de la relativité générale,
c’est-a-dire une variété connexe de dimension 4 munie d’une forme
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différentielle quadratique ds? de signature + — — —. L’ensemble D des
éléments de contact de F se décompose en trois parties Dy, D,, D_
formées respectivernent des éléments de temps (ds? > (1), de lumidre
(ds? == 0) et d’espace (ds® << 0). Disons que F est t-isotrope (resp.
l-isotrope; e-isotrope) si le groupe de ses isométries est transitif sur Dy
(resp. Dy; D_). Les univers l-isotropes et e-isotropes sont énumérés
dans [35] et le probléme analogue pour les univers eonformes, ¢’est-a-dire
munis non plus d’une métrique mais seulement d"an chamyp de ¢dnes de
lumiére y est aussi résolu. Le cas de la t-isotrepie est le plus intéressant,
car celle-ci est en quelque sorte un principe de relativité restreinte
«ponctuel »; il 8’agit done de déterminer tous les univers de la relativité
générale qui satisfont ponctuellement au principe de relativité restreinte,
Mais ce cas est aussi plus difficile parce que, contrairement  la l-isotropie
" et & la e-isotropie, la t-isotropie n’implique pas la semi-simplicité du
stabilisateur d*un point; cela m’a conduit & étendre 3 certains groupes
non semi-simples la technique des systémes de racines de W. Killing et
E. Cartan. J'ai ainsi pu montrer que tout univers t-isotrope est & cour-
bure constante. La liste des solutions globales, trop longue pour &tre
reproduite ici, fait apparaitre des formes d’univers intéressantes aun
point de vite cosmogonique. D’autre part, la méthode s’applique encore
lorsqu’on munit univers de structures additionnelles, ce qui met en
évidence par exemple le fait que, dans un univers 4 courbure constante
négative, il existe des faisceanx lumineux (systémes de rayons lumineux
fibrant P'espace) tels qu'en distinguant 'un d’eux, on ne détruit pas la
t-isotropie.

3. Varidtés complexes compactes homogénes

Toute variété complexe compacte homogéne E posséde une et une
seule fibration & fibre ¥ parallélisable et dont la base est une variété
projective rationnelle homogéne. CPest le résultat principal de [47] qui
donne anssi une construction effective des variétés E pour lesquelles F est
un tore. Deux applications immédiates sont la classification des variétés
complexes compactes homogénes simplement connexes, que H. C. Wang
avait obtenu par d’autres méthodes, et celle des variétés complexes
compactes homogénes non parallélisables de dimension inféricure & 3:
st elle n’est pas produit de deux variétés homogénes de dimensions plus
petites, une telle variété est un espace projectif, une quadrique de
dimension 3, la variété des drapeaux d’un plan projectif, une variété de
Hopf, une variété de Calabi-Kckmann ou une variété fibrée en tores &
deux dimensions au-dessus d*une droite projective.

4. Btude d’espaces homogdnes
Des principes généraux pour Panalyse géométrique d'un groupe de
. transformations (@, E) «plus que transitifs sont esquissés au chapi-
tre VI de [10] et au chapitre ITI de [A]. Retenons-en deux notions: un
azxe de (@, E) est Pensemble des points fixes d'un sous-groupe de G; les
orbites de (G, E) sont Ies orbites des fixateurs {centralisateurs) des axes.
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Méme si ¢ posséde une infinité de sous-groupes non conjugués, il arrive
souvent qu’il i’ait qu’un petit nombre de classes de conjugaison d’axes et
que la structure formée par les axes et les orbites résume bien les pro-
priétés géométriques essentielles de B. A titre d’exemples, [A] donne Ia
description du systéme des axes ef orbifes des espaces intervenant dans
les théorémes de classification de [27], IV (voir les §§ 1 et 2 ci-dessus).
Les plans projectifs sur les algébres d’octaves et certains espaces
dérivés de ceux-la font 'objet de [15, 16, 28] et de plusieurs sections
de [82]; d’autres descriptions d’espaces homogénes se trouvent dans
divers articles, notamment dans ceux déja cités aux §§ 1 et 2 ci-dessus.
Outre I'étude des groupes d’sutomorphismes, des involutions, éventuelle-
ment des polarités, etc., une méthode souvent mise en ceuvre est la
considération de structures induites sur certains sous-espaces et I'ex-
pression intrinséque des relation entre deux sous-espaces. Un exemple
fera mieux comprendre ce que cela signifie: les droites du plan projectif P
sur une algébre d’octaves & division sont des espaces conformes orientés
& 8 dimensions; par dualité, il en est de méme du pincean des droites
contenant un point p, et Ia bijection d’intersection de ce pinceau sur une

‘droite ne contenant pas p est une application conforme renversant

Porientation; si D et D' sont demx droites distinetes, considérées
comme espaces conformes, leur inclusion & P induit une relation de

‘trialité entre leurs espaces tangents au point D ~ I, qui sont des

espaces euclidiens 4 8 dimensions (ef. [82], 9. 11).

" Les isomorphismes exceptionnels entre groupes de Lie simples de
petits rangs, y compris un isomorphisme enfre deux formes réelles de D,
qui ne semble pas avoir été remarqué par E. Cartan (cf. [27], p. 249), ont
pour conséquences de nombreux isomorphismes entre espaces homogénes,
énumérés dans [27], tablean VII. D’autres aspects du principe de trialité
font P'objet des articles [32] et [33]: le premier montre comment les
identités de Moufang dans les algébres d’octaves sont liées 3 des pro-
priétés géométriques des quadriques & 6 dimensions; le second est
consacré & I'étude des «trialités», transformations d’ordre 3 qui sont au
principe de trialité ce que les polarités (d’ordre 2) sont & la dualité.

8. Le plan de Cremona

Reprenant des idées de P. Libois et P. Defrise, j’ai étudié la géométrie
birationnelle du plan sur un corps algébriquement clos, dans le but de
Iui donner des fondements géométriques «purss, invariants par le
groupe de Cremona. L'axiomatique que j’ai donnde part d’un groupe
ordonné ¥, dont les éléments positifs sont appelés figures, et d*une partie
P de Pensemble ¥+ des figures, dont les éléments sont les points. Ce sonb
14 les seuls éléments primitifs de axiomatique: le groupe des auto-
morphismes de F' conservant F+ et P est le groupe de Cremona étendu
par le groupe des automorphismes du corps de base. La relation d’ordre
dans F est la conlenance, et Iintersection de deux figures, o’est-a-dire leur
borne inférieure, est supposée exister toujours. Un point p peut &tre

“contenu dans un autre ¢: ¢'est la notion de «point infiniment voisin». Il
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peut aussi y étre contenu plusieurs fois; cela correspond & la théorie des
«points proches» d’Enriques, qui fournit une partie du systéme d’axio-
mes. Deux points p, ¢ sont dits transversauz si leur intersection est un
point infiniment voisin du premier ordre (c’est-a-dire maximal parmi
les points proprement contenus) de chacun d’eux: alors P + g est appelé
une demi-droite. Ces demi-droites, qui correspondent aux génératrices
des modéles quadriques du plan (courbes exceptionnelles ¢ telles que
¢ - ¢ == {) ont des propriétés remarquables dont la mise en évidence est
sans doute I'un des résultats intéressants de cette étude. Par exemple, le
groupe des transformations de Cremona qui conservent une demi-
droite d, un groupe «de dimension infinie» lié an groupe des trans-
formations de Jonquitres, est transitif sur les points simples de d, ¢’est-
a-dire les points p tels que d contienne p mais non 2p. En particulier,
d -— p est alors un point transversal 4 p; cette propriété est prise comme
axiome. Il y a aussi l'axiome &’ Euclide: si p € P et si d est une demi-droite
telle que p ~ d = @, alors il existe une et une seule demi-droite d’ con-
tenant p et telle que d ~ &' = . Enfin, le théorémé de Noether sur la
décomposition des transformations de Cremona en produit de trans-
formations quadratiques prend ici la forme d’un axiome de minimalité
" dumodéle,

Ces recherches m’ont conduit & étudier aussi d’autres espaces liés an
plan crémonien: les modéles homogénes du plan (surfaces rationelles
normales), I'espace des points infiniment voisins d’ordre donné d’un
point, I'espace des points simples d’une demi-droite, ete. ‘ '

IL. Groupes topologiques; groupes et algdbres de Lie

La théorie générale des groupes topologiques et la théorie de Lie,
souvent utilisées dans les recherches résumées en I, n’ont été pour moi
quun sujet d’étude merginal, ssuf lorsqu’elles s'Intégraient dans la
théorie des groupes algébriques (¢f. IV). Les contributions que j'y ai
-apportées & 'oceasion de cours ou en réponse 3 des questions qui m’ont
été posées sont passées en revue ci-aprés.

6. Revétements

En théorie des groupes topologiques, on utilise habituellement les
~ notions de connexité, de simple connexité, etc. héritées des espaces
topologiques sous-jacents. On obtient cependant un exposé plus général
et souvent plus simple en utilisant des notions adaptées i la catégorie ol
on travaille. Ainsi, un groupe topologique se comporte comme un groupe
connexe, disons qu’il est GT-connexe, dés quil est engendré par tout
voisinage de I'élément neutre ; de méme, il est GT-simplement connexe si
tout revétement {au sens des groupes topologiques) est trivial, ete. C'est
- le point de vue adopté dans [B], ot est aussi défini, pour tout groupe
topologique @, un homomorphisme universel G — G qui coincide avee
le GT-revétement universel lorsque celui-ci existe. :
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7. Application exponentielle
I'ntégration de représentations lindaires

Soit & un groupe différentiel banachique dont le centre est simple-
ment connexe et supposons I'algébre de Lie ¢ de @ munie d’une norme
| | telle que [[x, 51| < | - |g|; slors Papplication exponentielle est in-
Jective sur la boule de rayon z de g (résultat obtenu en collaboration
avec M. Lazard: of. [64]).

Soit ¢ une représentation linéaire d'une algébre de Lie g de dimen-
sion finie dans une b-algébre (algébre ¢34 bornés»); alors, I'ensemble des
éléments % de g tels que g(k) soit intégrable est une sous-algtbre de q
(résultat obtenu en collaboration avec L. Waelbroeck: cf. [77]).

8. Automorphismes & déplacements bornés des growpes de Lie
Soit ¢ wm groupe de Lie connexe. L’article [55] décrit tous les auto-
morphismes « de & tels que 'ensemble {a(g)g7|g € G} soit relativement
compact; cela détermine en partieulier le sous-groupe B(() des éléments
de G'dont la elasse de conjugaison est relativement compacte. On constate
par exemple que si G est simple non compact, x est nécessairement
lidentité (et B(G) = {e}). I s’cnsuit qu’une isométrie p dun espace

. symétrique irréductible non compact et non cuclidien telle que la

distance d’un point # et de son transformé p(z) soit bornée est Iidentité.
Ces résultats ont pour corollaires plusieurs théorémes connus sur les
groupes de Lie et les espaces symétriques.

9. Consiantes de structure des algébres de Lie semi-simples

La structure des algébres de Lie semi-simples complexes a ét6 élucidée
par W. Killing et E. Cartan. Leurs travaux ne fournit cependant pas de
présentation explicite de ces algdbres: si g est une algdbre de Lie com-

~ plexe semi-simple, [} une sous-algébre de Cartan, @ le systéme de ra-

cines correspondant, et ¢, un vecteur propre de I) correspondant & la
racine @, on a, pour @, b, @ + b e P,

[eq, p] = Coplarn avee Cgp € CF,

mais la théorie de Killing et Cartan ne dit rien sur la valeur des con-
stantes ¢;p. Un pas déeisif vers la solution de ce probléme a été fait par C.
Chevalley qui 2 montré que, pour un choix convenable des e, la valeur
absolue de ¢qp est le plus grand entier # tel que @ 4- b — nb soit une
racine. Reste la question du signe des czp. Celle-ci est ramenée dans [67]
& I'étude d’un certain groupe fini N, extension du groupe de Weyl de @
par un Z-groupe abélien élémentaire. A toute racine @ est associée
canoniquement une paire M, d’¢léments de N: le choix d’une base de
Chevalley revient au choix d’un élément dans chaque M, et les signes
des cgp sont alors donnés par des formules dans ¥. Ce résultat permet de
donner une démonstration élémentaire de I'existence de V’algdbre de Lie
ayant un systéme de racines donné: les relations de commutation étant
connues expliciternent, il suffit en effet de vérifier I'identité de Jacobi.
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10. T'ables

1e syllabus [74] a ét6 écrit & I'occasion d'un séminaire réunissant des
mathématiciens et des physiciens, et est congu en vue des applications.
Son but est de permettre la détermination aisée de tous les groupes de
Lie simples ou toutes les représentations linéaires de tels groupes satis-
faisant & telle ou telle condition concernant Ia dimension, les formes
.invariantes, ’ordre du centre, etc.

IIT, ¥Immeubles et BN-paires

Les immeubles (la terminologie est de N. Bourbaki), sorte de répliques
combinatoires des groupes algébriques semi-simples isotropes, sont nés
de Ia recherche d’un procédé systématique pour Vinterprétation géo-
métrique des groupes semi-simples et, plus particuliérement, des groupes
exceptionnels. Ils se sont ensuite révélés un instrument utile pour Pétude
des groupes algébriques (cf. §§ 12 4 14). D’autre part, la mise en évidence,
par B. V. Moody et K. Teo, de BN-paires (done, indirectement, d'im-
meubles: of. § 13) dont le groupe de Weyl n’est pas fini ou de type affine
laisse entrevoir des perspectives de développement qui vont au-deld de
ces applications.

11. Géoméirie des sous-growpes paraboliques

Les géométries étudiées dans [27], III, premiers exemples d’im-
meubles, sont des généralisations naturelles de la géométrie projective
complexe & n dimensions. Celle-ci peut étre construite 4 partir du groupe
G = P8Ly,, (C) de la fagon suivante: soient B le groupe des matrices
triangulaires et Py, . . ., Py les sous-groupes maximaux de @ contenant B.
Alors, les variétés linéaires de I'espace projectif 2 # dimensions sont les
points des espaces G/P; et deux variétés sont incidentes, c’est-a-dire que
Yune d’elles contient 1'autre, si les classes latérales qui les représentent
ont une intersection non vide. :

Pour décrire les généralisstions en question, fixons d’abord une
terminologie de base suggérée par I'exemple précédent. On considére des
géométries I', constituées par une famille (V;); ¢ r d’ensembles et, pour
toute paire d’indices 4, j<I, une relation entre V; et Vj, la relation
d’incidence. Le rang de I est par définition le cardinal de I. Si J est une
partie de I, une famille (Py); ¢ s de points p; ¢ F; incidents deux & deux
est appelée un drapeau de type J. Deux drapeaux, de types J et J', sont
dits sncidents 8'ils forment ensemble un drapeau de type J v J°, et on
appelle ombre d’un drapean D sur un ensemble de drapeaux, ’ensemble
des éléments de celui-ci qui sont incidents & I; ainsi, les variétés lindaires
de lespace projectif sont les ombres des drapeaux sur 'ensemble des
points de Pespace. Une géométrie I” peut aussi &tre vue comme un
complexe simplicial dont les sommets sont les points des Vi et dont les
. simplexes sont les drapeaux. Etant donnés un groupe G et une famille
{P;}; c 1 de sous-groupes, on en déduit une géométrie I"(@; P;) formée
des ensembles Vy; = G[P; et des relations d’incidence gP; ~ ¢' Py # &.
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Prenons maintenant pour @ un groupe de Lie complexe semi-simple
et pour Py les sous-groupes maximaux de & contenant un sous-groupe
résoluble connexe maximal (sous-groupe de Borel) B de &. Comme les
sous-groupes de Borel sont tous conjugués, nous associons ainsi & tout
groupe G du type considéré une géométrie I"= I'(G). L’étude de ces
géométries fait I'objet de [27], IIL, et [23, 28, 29]. Elles ont beaucoup de
points communs avec les géométries projectives: pour ne donner qu’un
exemple, ensemble des ombres de drapeaux sur la variété des drapeaux
d’an type donné est fermé pour l'intersection. Mais Pobservation essen-
tielle de [27], qui rend les I'(G) utiles pour I'interprétation géométrique
des groupes semi-simples, est le fait que les I'() correspondant aux
divers groupes @ sont liées entre elles et que la nature de ces lens se lit
commodément sur les graphes de Dynkin des groupes. Plus précisément,
les Py, donc les ¥, sont canoniquement indexés par les sommets du

- graphe de Dynkin 4 de @; cela étant:

(R) sip € Vy, la sous-géométrie de 1" formée par les ombres de p sur
les V; (j # 1) est la géométrie I'(H) d’un groupe H dont le graphe
de Dynkin s’obtient en retirant de A le sommet 7 et les traits
qui.y aboutissent.

Dans le cas des groupes classiques, cela met en relation des propriétés
geométriques connues (par exemple, des propriétés des variétés linéaires
d’hyperquadriques) avec les graphes de Dynkin de ces; groupes. Mais la
propriété (R) est surtout, comme on le verra plus loin, un outil de ré-
currence efficace pour I'étude des I'(G); des applications aux groupes de
type £ sont données dans [28, 29]. _

Un résultat de [27], apparenté au «théoréme de Borel-Weils, met
aussi en relation la géométrie I'(G) avec les représentations projectives
de & pour toute représentation projective irréductible, il existe une et
une seule partie J de I of un seul plongement G-covariant de la variété
des drapeaux de type J de I'(G) dans V’espace de la représentation. Dans
cet ordre d'idées, notons que I'importance des I'(G) s’est trouvée con-
firmée par un résultat de H. C. Wang caractérisant leurs variétés de
drapeaux comme les seules variétés Kahlériennes compactes simplement
connexes homogénes, et surtout par les travaux de A. Borel et C. Che-
valley qui font jouer & ces variétés un réle primordial dans la générali-
sation de la théorie de Killing et Cartan & un corps algébriquement clos
quelconque. '

Dans [30, 39, 40], In théorie des I'(@) est généralisée d’abord aux
groupes de Chevalley puis aux groupes algébriques semi-simples iso-
tropes sur un corps ¥ quelconque: @ est & présent le groupe des points
rationnels sur k£ d’un tel groupe algébrique et les P; sont les groupes de
points rationnels des k-sous-groupes paraboliques maximaux contenant
un k-sous-groupe parabolique minimal donné. Ajoutons que la géométrie
I'(@) peut aussi étre définie pour un groupe classique ¢ sur un corps
gauche quelconque; si par exemple @ est le groupe unitaire d’une forme
hermitienne non-dégénérée, dont il faut seulement supposer que son




77

. — 16 —

indice de Witt n est fini, on prend pour P; les sous-groupes maximaux
contenant le stabilisateur d'un drapeau formé d’espaces totalement
isotropes de dimensions 1, 2, . . ., » (cf. per ex. [82]).

12. Géoméiries polyédrigques
Immeubles

Les articles [30] et [40], déja cités, contiennent Pesquisse d’une
théorie axiomatique des I"(G) basée sur les considérations suivantes.

Soit m €N v {co}, m > 2. Une géométrie de rang 2 (V,, V,) est
appelée tn m-gine généralisé ([33], appendice) si, étant donnés deux
éléments x, y de V; « V,; il existe au moins une suite z = z,, =, - . -,
xg == gy de longueur k < 2Zm telle que deux éléments conséeutifs guel-
congues de la suite soient incidents, et au plus une suite de longueur
kE<2m— 1 avec cette propriété. Une matrice de Coxefer ost une
matrice carrée M = (my)i,ycr telle que my e N « {00}, mys == 1 ot my; > 2
8L ¢ 5 §; on la Teprésente par un graphe A = A (M) dont les sommets sont
les &léments de I, les sommets ¢ et § étant relibs par un trait de multi-
plicité my — 2. Il s’avére que toutes les géométries (@) de rang 2 sont
des m-gones généralisés, et que si @ est un groupe de Chevalley de type
4, % 4,, 4,, By ou Q,, onam == 2, 3, 4 ou 6 respectivement. Cela suggére
d’associer & tout graphe 4 = A (M) une classe %(A) de géométries, les
. géométries polyédriques de type A, dont les ensembles constitutifs ¥ sont
indexés par 1 et qui sont définies comme suit: si 7 = {1, 2} et my, = m,
1a. classe % (A) est constituée par les m-gdnes généralisés; les autres clas-
ses ¥ (A4)s’en déduisent par un axiome d’induction sur le rang, calqué sur
Ia propriété (R) du n° 11, et une condition de ¢simple connexité», plus
technique et qui n’a gqu'un réle secondaire. L’intérét de cette définition
réside dans le fait que, malgré Ia généralité apparente des axiomes, les
géométries d'une méme classe ¥ (4) sont trés semblables entre elles d'un
point de vue combinatoire. Ainsi, pour 4 = 4,, %(A) est Ia classe des
géométries projectives & » dimensions. Plus généralement, disons gqu’un
élément d’'une géométrie est deéterminé par deux drapeaux @, b 8'il peut
éfre caractérisé au moyen d’assertions oil n’interviennent que a, b, la
relation d’incidence et les types des éléments variables quantifiés (ex.:
deux points déterminent la droite qui les joint); alors, dans les géométries
polyédriques, 'ensemble des éléments déterminés par deux drapeaux est
tonjours fini, et les configurations possibles de ces ensembles sont les
mémes pour toutes les géométries appartenant 3 une méme classe % (A).
L’exemple A = F,, important pour les groupes exceptionnels, est
traité dans [40] et, avec plus de détails au § 73 de H. Freudenthal, Linear
. Lie groups.

De méme que Ie polygone ordinaire & n edids est le plus simple des
fi-gones généralisés, de méme chaque classe ¥ () contient une géométrie
particuliérement simple, & savoir le «polyédre régulier» A(A4) —
I(W; W), ot W = W (4} est le groupe de Coxeter correspondant i la
matrice M et Wy lo sous-groupe engendré par les générateurs ry de W
avee j # ¢ (cf. [50] et Ie § 16 ci-desosus). Notons en passant que cette
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observation, et le fait que la «droite projectives» A (4,) est un ensemble &
deux points, font voir le groupe de Weyl d’un graphe de Dynkin A
comme le groupe de Chevalley de type 4 sur le «corps» & un élément [30].
Non seulement A (4) est un modéle pour la classe #(A), mais chaque
membre I" de cette classe contient 4 (4) & de nombreux exemplaires, et
cest la raison pour laquelle I" hérite des principales propriétés com-
binatoires de 4(A). Cette constatation heuristique trouve son expression
précise dans Vaxiomatique des immeubles. Pour formuler celle-¢i, nous
passerons & présent du langage des géométries 3 celui, mieux adapté, des
complexes de chambres (cf. [59, 82]).

Un complexe de chambres de rang n est un complexe simplicial de
dimension 7 — 1, dont tous les simplexes maximaux, appelés chambres,
sont de dimension # — 1, et tel que deux chambres quelcongues peuvent

-&tre jointes par une galerie, ¢’est-a-dire une suite finie de chambres telles
‘que deux éléments consécutifs de la suite aient wne cloison (face de

dimension # — 2) commune. Les morphismes de tels complexes sont
supposés appliquer les chambres sur des chambres. Soit 4 un complexe de
chambres tel que toute cloison appartienne 4 deux chambres exactement.
Un complexe I" est appelé un préimmeuble (weak building) de type 4 sl
posséde une famille .« de sous-complexes isomorphes & 4, appelés appar-
tements, tels que deux simplexes quelconques a, b, de I” soient contenus
dans un appartement et que si 4, et A4, sont deux appartements con-
tenant ¢ et b, il existe un isomorphisme de A4, sur 4, qui fixe chaque
sommet de a et de b. Si de plus toute cloison appartient & trois chambres
an moins, I' est un émmeunble. Dans ce cas, A est nécessairement le com-
plexe A(4) d’un graphe [59]. Les préimmeubles de type 4(4) ne sont
autres que les géométries polyédriques de type 4. '

Un théoréme facile mais fondamental est le théoréme de rétraction:
si Ag est un appartement et O < 4, une chambre du préimmeuble I il
existe une rétraction ¢:I" > 4, telle que p—1(0) = C (cf. {50, 59, 82]).
Des corollaires immédiats de ce théoréme montrent que les propriétés
combinatoires de 4 du type décrit plus haut (configurations des éléments
déterminés par deux drapeaux) se retrouvent dans I".

Cela est d’ailleurs vrai aussi pour d’autres types de propriétés. Suppo-
sons par exemple que 4 = 4(4) soit un complexe fini. Alors, 4, ou
plutdét le complexe géométrique qu'on en déduit en remplagant les
simplexes «abstraits» par des simplexes affines, posséde un métrique
naturelle qui en fait une sphére euclidienne. Cette métrique et la notion
de points diamétralement opposés se transposent aussitét a I° et il
résulte du théoréme de rétraction que deux points p, ¢ qui ne sont pas
diamétralement opposés sont joints par une géodésique unique contenue
dans tout appartement contenant p et ¢. On en déduit que le complémen-
taire de I'ensemble des points diamétralement opposés & p est contractile,
puis que I a le type d’homotopie d’un bouquet de sphéres. L. Solomon
a remarqué que ce résultat fournit une construction. simple de la re-
présentation de Steinberg d’un groupe fini ¢ muni dune BN-paire
{cf. § 13); il suffit de considérer 'opération naturelle de G sur H,_ (IT6]),
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olt # — 1 est la dimension de I'(G). D’autres applications des immeubles
aux groupes algébriques sont données par D. Mumford au chapitre 2 de sa
«Geometric invariant theory». .

Un théoréme bien connu de géométrie projective met en corres-
pondance bijective les espaces projectifs de dimension donnée = > 3 ot
les corps. Sa généralisation aux immeubles est Pun des objectifs de [82].
On considére seulement des graphes A qui sont graphes de Dynkin de
systémes de racines irréductibles de rang > 3. Alors, les seuls immeubles
des types 4 (A4) correspondants sont essentiellement les immeubles I'(G)
associés anx groupes classiques et aux groupes algébriques simples de
rang relafif > 3. Ainsi la classifieation des immeubles redonne en parti-
culier celle des groupes algébriques en question. Deux sous-produits du
résultat, qui n’apparaissent pas dans 1énoncé précédent, méritent
d’étre mentionnés. D'une part, Pacception du terme «groupe classiquer»
doit &tre étendue de fagon 4 inclure les groupes orthogonaux correspon-
dant & une notion nouvelle de forme quadratique sur les corps gauches &
involution (voir aussile § 20}; d’auire part, la classification des immeubles

de type ¥, met en évidence des groupes simples nouveaux, liés & des -

Phénoménes d’inséparabilité et & 'existence d’isogénies exceptionnelles.
Quant aux immeubles de rang 2, qui ont pour cas particuliers les plans
projectifs, ce sont des objets trop généraux pour qu’il y ait un sens &
vouloir les classer; tout au plus peut-on envisager la détermination de
tous les immeubles finis, mais elle semble hors de portée & ’heure actuslle.
On n’a done ici que des exemples, et aussi un théordme négatif, dt &
W. Feit et G. Higman: si 4 est un polygone & 2m c6és, il n’existe pas
d’'immeuble fini de type 4 pour m # 2, 3, 4, 6, 8.

Les notes [82)] contiennent aussi Ia détermination de tous les auto-
morphismes de 'immeuble I'(G) lorsque & est un groupe classique ou le
groupe des points rationnels d’un groupe algébrique simple de rang
relatif > 2. En gros, un tel automorphisme est toujours semi-linéaire ou
semi-algébrique, ¢'est-&-dire composé d’un automorphisme du corps de
base et d'une transformation linéaire ou d’'un morphisme. CVest la
géndralisation aux immeubles du «théoréme fondamental de la géo-
‘métrie projective», et aussi des résultats bien connus de W. L. Chow,
J. Dieudonné et L. K. Hua sur les variétés d’espaces totalement iso-
tropes. Si I'on prend pour @ un groupe exceptionnel, cela montre anssi
que la théorie des immeubles a atteint son but primitif: Pinterprétation
géométrique de ces groupes.

13. BN-paires

Nous avons vu qu’on peut associer un immeuble (@) & certains
groupes (. L’axiomatisation de ces liens conduit & la notion de BN-paire
(cf. [48, 56, 82]). Deux sous-groupes B, N d'un groupe ¢ forment une
. -BN-paire (ou, gelon N. Bourbaki, un «systéme de Tits») §'il existe un
immeuble I et une opération de & sur I" transitive sur les couples (4, €}
formés d’un appartement 4 et d*une chambre €' de 4, et telle que B soit
le stabilisateur d'une chambre €, et ¥ lo stabilisateur d’un appartement
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contenant C,. Cela se traduif, en termes de groupes, par les conditions
suivantes: 3 et N engendrent G, H = B ~ N est distingué dans N et le
groupe W = NJH, appelé groupe de Weyl, posséde un systéme générateur
R tel que, pour tout r ¢ R, et tout w ¢ W, on ait rBw ¢ BwE ~ BrwB
et rBr £ B. '

Liintérét de cette définition est de résumer en pen d’axiomes plu-
sieurs propri¢tés importantes des groupes algébriques simples. Ainsi, les
assertions suivantes en sont des conséguences faciles (cf. [48, §9]): on a
BWBE =@, et Pégalité BwB = Bw'B avec w, w’ ¢ W entraine w = w’
(décomposition de Bruhat); les sous-groupes de @ contenant B sont en
correspondance canonique bijective avee les parties de R, ils sont deux &
deux non conjugués et chacun d’eux est son propre normalisateur; W est
un groupe de Coxeter (résultat obtenu indépendamment par H. Matsu-

“moto). D’autre part, un groupe avee BN-paire a tendance & avoir peu de

sous-groupes distingués; c’est en gros ce gu'expriment les résultats du
§ 2 de [56], établis en vue d’applications aux groupes algébriques et aux
groupes finis (ef. §§ 19 et 22).

Grace au résulfat mentionné plus haut (§ 12) sur la classification des
immeubles de rang > 3, on connait tous les groupes finis avee BN -paires
de type irréductible et de rang >3 [82]. Des résultats partiels sur les
BN-paires de rangs 1 ¢t 2 ont ét6 obtenus par P. Fong, C. Hering, W.Xan-
tor et G. Seitz.

Dans les derniéres années, la notion de BN-paire a joué un rble
important en théorie des groupes finis simples, notamment dans les
travaux de C. Curtis et son école sur les représentation lindaires, et dans
les recherches sur la caractérisation de groupes simples par des propriétés
de centralisateurs d’involutions, de sous-groupes de Sylow, etc.: on
peut parfois ramener des problémes de ce type aux théorémes de classi-

. fication dont il vient d’étre question en montrant que les hypothéses

faites sur un groupe imposent & celui-ci de posséder une BN .paire.

14, Immeubles ef BN-paires de type affine

Le champ d’application des BN-paires, introduites d’abord & 1'ocea-
gion de Pétude des sous-groupes paraboliques de groupes algébriques,
s'est étendu lorsque N. Iwahori et H. Matsamoto ont montré que les
groupes de Chevalley simplement eonnexes sur un corps local possédent
une seconde BN-paire, dont Je groupe de Weyl est cette fois un groupe
affine engendré par des réflexions. Par descente galoisienne & partir de
leur résultat, F. Bruhat et moi [70; 71, 72] avons montré l'existence
d’une telle BN-paire dans tout groupe semi-simple simplement connexe
sur un corps local & corps résiduel parfait (voir aussi le § 18). Dans la
premiére partie de [88], nous étudions les BN-paires de fype affine
(c’est-d-dire dont le groupe de Weyl est un groupe affine engendré par
des réflexions) et leurs immeubles. Comme dans le cas d'un groupe de
Weyl fini (cf. § 13), un tel immeuble # posséde une distance qui en fait
un espace métrique complet, Un résultat important, utilisé notamment
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pour la descente galoisienne susmentionnée, est le théoréme de point fize:
toub groupe borné d’isométries de # possdéde un point fixe. Ce théoréme,
et Pusage qu'on peut en faire pour la détermination des sous-groupes
compacts maximaux des groupes p-adiques, suggérent de voir 'immeuble
d'un groupe simple p-adique comme l'analogue naturel de I'espace
symétrique d'un groupe simple réel. Ce point de vue a trouvé confir-
mation dans les travaux de A. Borel, H. Garland et J.-P. Serre sur Ia
cohomologie des groupes arithmétiques, et dans des recherches en cours
concernant ’analyse harmonique sur les immeubles et, en particulier, sur
les arbres (travaux de P. Cartier). Dans cet ordre d’idées, citons encore
une application due & A, Borel: celui-ci définit la représentation spéciale
d'un groupe simple P-adique en transposant 3 Pimmeuble affine du
groupe la construction de L. Solomon de la représentation de Steinberg
(cf. § 13).

Dans [88], nous associons aussi un «immeuble » # & toute donnée
radicielle valuée (cf. § 18). Si la valuation n’est pas discréte, S n’est plus
un complexe simplicial. On peut s’en faire une idée en considérant le
cas d"un groupe algébrique simple sur la cldture algébrique K de Q. Le
corps K étant limite inductive de corps Iocaux ¢de plus en plus ramifiés»,
Iimmeuble du groupe est limite inductive d’immeubles ordinaires de plus
en plus ramifiés, c’est-a-dire dont les chambres sont de plus en plus
petites. Un tel immeuble posséde encore des chambres et des facettes, qui
ne sont plus des ensembles mais dey filtres. Comme pour les immeubles
ordinaires, deux facettes appartiennent toujours & un appartement,
meis il s’agit cette fois d'un théoréme difficile et mon plus d’un
axiome.

15. Arbres

Les arbres dont tout sommet est d’ordre 3 au moins sont les immeubles
de type affine de rang 2, d'olt leur place ici. Soient 4 un arbre quel-
congue, ¢ le groupe de ses automorphismes et G+ le sous-groupe engendré
par les stabilisateurs des sommets d’ordre > 3. Alors G+ est un groupe
simple et G/G* est produit libre d*un certain nombre 7n.; de groupes
isomorphes & Z et d'un certain nombre #n, de groupes d’ordre 2. Clest le
théoréme principal de [81], qui contient aussi un procédé de construction
d’'un arbre 4 & partir d’un ensemble I ot d’ane matrice irréductible
M = ()t ¢ 1 ot les my; sont des cardimaux soumis a la seule condi-
tion que my = 0 implique my = 0. L'intérét de cetbe construction
réside dans le fait que certaines propriétés de G, et notamment les
nombres 7., et %, se lisent facilement sur la matrice M. On montre
ainsi que n. et n, peuvent prendre n’importe quelle valeur. Lorsque les
sommets de A sont d’ordre fini, & et GF sont des groupes localement
compacts dénombrables & T'infini, et il résulte de la construction en
question qu’'on trouve, par application du théoréme principal, une in-
finité non dénombrable de groupes localement compacts simples non
isomorphes. '
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16. Groupes de Coxeter

Solent I, M et A comme au § 13 et W = W (M) le groupe défini par
des générateurs 7; (¢ cI) et les relations (rir))™ =1 pour iy +# oo,
H. 8. M. Coxeter a déterminé toutes les matrices M telles que W (M) soit
fini et il a étudié ces groupes finis et leurs représentations comme groupes
engendrés par des réflexions; par la suite, ses résultats ont &té simplifiés
et précisés par E. Witt, '

Le développement de la théorie des immeubles m’a amené & étudier
les groupes W (M), pour M quelconque, que jai appelés groupes de
Cowxeter. Il apparait [43] quune bonne partie des résultats de Coxeter et
de Witt restent valables pour tout groupe de Coxeter W. En particulier,
W posséde une représentation linéaire ¢ comme groupe engendré par
des réflexions affines; I'injectivité de cette représentation est le résultat
principal de [43]. L’image o (W} a un domaine fondamental ¢ qui est un
cOne simplicial, mais & la, différence du cas fini, la réunion des «chambresy,
g (W). O, n’est pas nécessairement Pespace toud entier mais seulement un
cone convexe. Le complexe obtenu en coupant le systéme des chambres
par une sphére n’est autre que le complexe A () du § 12. Les méthodes
de démonstration topologiques utilisées par Coxeter et Witt ne s’étendent
pas au cas général; elles doivent étre remplacées par des méthodes
combinatoires basées sur la considération des galeries (cf. § 12) et d’une
propriété de pliage qui caractérise d’ailleurs les groupes de Coxeter: soit
A un complexe de chambres; pour que A soit le complexe A4 (A1) assoeié &
un groupe de Coxeter, il faut et il suffit que pour toute chambre ¢ et
toute cloison D de O, il existe une et une seule autre chambre ¢ ayant
aussi D) comme cloison, et un endomorphisme idempotent 7z de 4 fixant
les sommets de I}, appliquant C sur €' et tel que toute chambre soif -
Timage par 7z de zéro ou deux chambres (cf. [82]).

Le normalisateur N d’'un fore maximal 7' d'un groupe algébrique
semi-simple est une extension du groupe de Weyl W par 7. L’opération
de W sur T est bien connue mais, pour en déduire N, il faut encore
déterminer la classe de I'extension (élément de H2(W, T)). Dans {66],
I’étude de cette extension est ramende & celle d’une autre extension X
de W, définie (universellement» pour tout groupe de Coxeter. Pour M
comme ci-dessus, soient T'(M) le groupe défini par des générateurs r;
(¢ €I) et les relations reryry. . . = ryrgry ..., ol chaque membre a my
facteurs, H le noyau de 'homomorphisme évident 7' (3) - W{M) et H'
le groupe dérivé de H. Alors le groupe abélien H{H' posséde un systéme

générateur libre en correspondance bijective canonique avec I'ensemble

des réflexions de W (M), et X est le groupe T'(M)/H', extension de W (M)
par le groupe abélien libre H{H'. Notons que le groupe fini intervenant
dans I'étude des mignes des ¢4y (of. § 9) est un quotient de X. Les groupes
T (M), qui généralisent les groupes de tresses d’Arfin, ont suseité beau-
coup d'intérét ces derniers temps en raison des applications qui en ont
été faites & la géométrie algébrique et & Ia topologie (travanx de V. L. Ar-
nol’d, E. Brieskorn et P. Deligne; ce dernier étudie les T(M) par des
méthodes inspirées de la théorie des immeubles).
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L’article [78] donne une solution du probléme des mots pour les
groupes de Coxeter et esquisse, en guise d’application, une nouvelle
démoenstration de la classification des groupes de Coxzeter finis.

IV. Groupes algébrigqaes

Comme-on I'a vu, les immeubles ont leur origine et leurs principales
~ applications dans la théorie des groupes algébriques. Mes recherches
concernant ces groupes ont souvent 6t suggérées ou méme nécessitées
par lea travaux géométriques résumés plus haut (III).

17. Structure
Représentations linéaires

Les théorémes fondamentaux sur la structure des groupes algébriques
lingaires connexes sur un corps algébriquement clos sont dus 4 A. Borel
et C.Chevalley. Etudiant le cas dun corps de base k quelconque,
A. Borel et moi avons obtenu des analogues relatifs des principaux
théorémes absolus. Nous montrons par exemple que si ¢f est un groupe
algébrique linéaire sur k, les tores déployés sur k maximaux de & sont
conjugués par des éléments de G(k), que cela est aussi vrai pour les sous-
groupes résolubles k-déployés maximaux et, si & est réductif, pour les
k-sous-groupes paraboliques minimaux. Supposons que G soit connexe
et ne posséde pas de k-sous-groupe unipotent k-déployé distingué non
trivial (par exemple, que & soit réductif), et soit T’ un tore déployé sur k
maximal de &. Alors, I'ensemble @ des poids non nuls de T' dans @ est
un systéme de racines (non nécessairement réduit) dont le groupe de
Weyl W est le quotient du normalisateur IV de 7' par son centralisateur Z;
. de plus, N = N(k)-Z, donc W = N(k)}/Z(k). A chague racine a est
aszocié un sous-groupe wnipotent Uy normalisé par T' et si B désigne
" le groupe engendré par Z et par les Uy correspondant aux racines o
posifives (sous-groupe k-parabolique minimal lorsque & est réductif),
alors B(k) et N(k) forment une BN-paire dans G'(k), avec les consé-
quences que cela comporte (cf. § 13). Ces résultats, et d’autres, du méme
ordre, qu’il serait trop long de passer en revue ici, sont établis dans [61, 84,
89] pour un groupe G réductif ou résoluble. Les cas général ne se
rameéne pas 4 ceux-ld par un simple -¢dévissage» parce que le radical

unipotent de G n’est pas nécessairement défini sur k.
. La théorie des représentations Iinéaires des groupes semi-simples
complexes, due & E. Cartan et H. Weyl, a &té étendue partiellement 4

un corps algébriquement clos quelconque par C. Chevalley; celui-ci -

montre qu'une représentation linéaire rationnelle irrédactible dun
groupe semi-simple G est caractérisée par son poids dominant et que
I’ensemble /A des poids dominants possibles est «le méme» que sur les
complexes. Le § 12 de [61] et 'article [85] sont consacrés & la «relativi-
sation» de ces résultats. Considérons par exemple le eas d’'un groupe
G de type intérieur sur un corps k. Il s’avére que pour tout A4, la
représentation de poids dominant A peut é&tre réalisée sur % comme
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représentation dans un groupe lindaire G.Ly(D) ol D = F(1) est une
algébre & division bien déterminée. De plus, application § de A dans le
groupe de Brauer de L est un homomorphisme de monoides s’annulant
sur les poids qui sont combinaisons linéaires entiéres de racines, et est lié
4 un invariant cchomeologigue bien connu de @. Lorsque 4 =R, on
retrouve, sous une forme rendue plus compréhensible par la généralité du
point de vue, les résultats de E. Cartan sur les représentations linéaires
réelles des groupes de Lie simples réels.

Les notes de cours [C] contiennent quelques résultats nouveaux
sur la structure des groupes commutatifs et résolubles. Citons par
exemple: une démonstration élémentaire du fait que, sur un corps al-
gébriquement clos, un groupe linéaire de dimension un est isomorphe au
groupe additif ou an groupe multiplicatif; P'existence dans tout k-tore
d’un point rationnel engendrant un sous-groupe dense, & condition que &
ne soit pas extension algébrique d'un corps fini; diverses caractérisations
des groupes unipotents «antidéployés» (wound).

La théorie des éléments unipotents réguliers des groupes semi-
simples a été faite par R. Steinberg. E. Brieskorn, R. Steinberg et moi
avons ¢tudié en collaboration les éléments unipotents sous-réguliers d'un
groupe simple &, c’est-d-dire les éléments dont le centralisateur a la
dimension rg & 4 2 (pour les éléments réguliers, cette dimension esé
rg (). Ces éléments sont tous conjugués et la variété des points fixes
d'un tel élément dans GfB (B un sous-groupe de Borel} est formée de
courbes rationnelles dont le «schéma d’intersections» se déduit immé-
diatement du graphe de Dynkin de @ et est ce graphe lui-méme lorsque
toutes les racines de ¢ ont méme longuenr (cf. la conférence de E. Bries-
korn au Congrés International de Nice, 1970).

) 18. Groupes réductifs sur les corps locaux

Les groupes véductifs sur les corps valués complets font objet de
recherches en cours depuis plusicurs années, en collaboration avec
F. Bruhat. Notre point de départ a &té le résultat d’Iwahori et Matsu-
moto déjd cité (§ 14}. En gros, notre but est de faire la théorie de ces
groupes vus comme des &tres (de dimension infinie) définis sur le corps
résiduel. Sous cet angle, les résultats présentent une analogie frappante

‘avec la théorie des groupes réductifs évoquée an § 17. Bornons-nous icl

au cas d'un groupe simplement connexe sur un corps de base local &
corps régiduel % parfait. Aux sous-groupes de Borel, sous-groupes
régolubles conpexes maximaux, correspondent ici les sous-groupes
&’ Twahori qui sont prorésolubles eonnexes (pour une topologie & définir)
maximaux; ils h'existent éventuellement qu’aprés extension de #k,
c'est-d-dire aprés extension non ramifiée du corps local, mais ils existent

toujours sur % lui-méme lorsque ce dernier est fini. Par analogie avec les

sous-groupes paraboliques, définis comme contenant un sous-groupe de
Borel, nous appelons. parehoriques les sous-groupes contenant un sous-

groupe d’Iwahori; ce sont aussi des groupes proalgébriques sur k, et les

sous-groupes k-parahoriques minimaux sont tous conjugués. De plus,
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un tel sous-groupe forme avec le normalisateur d'un tore déployé maxi-
mal une BN-paire dont le groupe de Weyl n’est plus fini, mais est un
groupe affine engendré par des réflexions: c'est la BN-paire dont il a 664
question au § 14. Aux tores, au systéme de racines {absolu ou relatif ), au
graphe de Dynkin, ... correspondent ici les minitores, un systéme de
racines affines (infini), un graphe de Dynkin affine, . . .

Les sous-groupes parzhoriques sont le pivot de cette théorie. En
premier lieu, les sous-groupes parahoriques maximaux s'avérent étre
les sous-groupes bornés maximaux; ainsi est résolu, en particulier, le
probléme de la détermination des sous-groupes compacts maximaux des
groupes semi-simples sur un corps localement compact non discret. En
outre, les sous-groupes parahoriques qui sont, d*une part, proalgébrigues
sur k et, de 'autre, liés au groupe & par la BN-structure, sont le joint
qui permet de relier la théorie des groupes algébriques sur & a la structure
de G. C'est ainsi que, dansle eas d’un corps ¥ fini, nous pouvons déduire le
théoréme de M. Kneser sur la nullité de H! du théordme analogue
(théoréme de Lang) pour les groupes algébriques sur un corps fini, et que
la classification des groupes semi-simples sur les corps locaux localement
compacts se raméne, comme dans le cas d’un corps fini, & la simple
détermination des automorphismes des graphes de Dynkin.

Ces résultats sont annoncés dans les notes [70] & (73] (cf. aussi [75]).
Les fondements « abstraits» de la théorie sont établis dans [88]. Nous ¥y
étudions les BN-paires de type affine (cf. § 14) et les données radicielles
valuées. Si @ est un systéme de racines, une donnée radicielle de type @
dans un groupe est un systéme (U/,) de sous-groupes indexés par @,
soumis & des axiomes calqués sur les principales propriétés de Ugy(k)
d’un groupe algébrique réductif {cf. § 11). Une valuation d’une telle
donnée est un systéme de filtrations g,: U, —R v {oc} satisfaisant &
certaines conditions. Toute valuation discréte donne lien & une BN -paire
de type affine. Une partie des résultats mentionnés plus haut peut déja
§'établic sur cette base axiomatique. Par exemple, un groupe @ avec
- BN-paire (B, N} de type affine irréductible posséde une et une seule
bornologie compatible avec la loi de groupe, telle gue B soit borné ef
que G ne le soit pas; pour cette bornologie, tout sous-groupe borné
maximal contient un conjugué de B. Dans le cas des valuations denses,
on & un résultat analogue qui ne s’exprime d’ailleurs bien qu’en termes
d’immeubles. Une partie importante de [88] est consacrée & I'étude d’une
classe de sous-groupes, les groupes Py, qui généralisent les sous-groupes
parahoriques; dans le cas d'un groupe réductif défini sur un corps valué
d’anneau d’entiers @ et qui se déploie sur une extension non ramifiée de
ce corps, les Py sont les groupes de points entiers pour certaines @-strue-
tures qui peuvent étre caractérisées par des propriétés de lisseté et de
«bonne réduction ». ' :
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19. Le groupe des points rationnels d'un groupe algébrique simple comme
groupe «abstraity

La théorie des groupes classiques, telle qu’elle est exposée par exemple
dans Ie livre de J. Dieudonné, s’intéresse principalement & deux types de
questions: structure (suites de composition et, en particulier, simplicité);
automorphismes et isomorphismes. Dans les articles [56] et [92] (ce
dernier écrit en collaboration avec A. Borel), les problémes de simplicité et
la recherche des antomorphismes et des isomorphismes sont portés sur le
plan des groupes algébriques; les théorémes établis ont pour cas parti-
culiers la plupart des résultats connus dans ces domaines, pour autant
que les groupes considérés soient algébriques et isoiropes, les groupes
anisotropes nécessitant des méthodes différentes.

Soit G un groupe algébrique absolument presque simple définf sur un

.corps k. On note G+ le sous-groupe de G(k) engendré par les points

rationnels des k-sous-groupes unipotents déployés de @. Le théoréme
principal de [56], conséquence de résultats généraux sur les BN-paires
(cf. § 13), affirme que, sauf dans un petit nombre de cas dont la Liste est
connue, tout sous-groupe non cenfral de G (k) normalisé par G+ contient
G+, En particulier, le quotient de G* par son centre est simple.

Dang [92], nous considérons non seulement les automorphismes et
isomorphismes mais, plus généralement, les homomorphismes & image
dense: soient G un groupe absolument simple adjoint défini sur un

corps ¥, H tun sous-groupe de G(k) contenant G+ eb w: H - G'{(K) un~

homomorphisme tel que «(G+) soit dense; alors, il existe un unique
homomorphisme de corps @: k— % et une unique k'-isogénie f:
*G — @', ot #(f est le &' -groupe déduit de @ par le changement de base ¢,
tels que « so0ib la restriction 4 H du composé de ’homomorphisme cano-
nique G{k) - *G(k') et de §.

1l est naturel de chercher 4 se débarrasser de I’hypothése de densité
de P'image. J°ai obtenu quelques résultats dans cette direction, notam-
ment lorsque G est déployé, ou encore pour k = &' = R. La méthode
utilisée dans ce dernier cas donne un résultat plus général: la descrip‘ion
de tous les homomorphismes d*un groupe de Lie réel connexe presque
simple & quelconque (le cas compact n’est plus exclu) dans un groupe

- de Lie &. Supposons pour simplifier, que @ «est algébrique», et soib «:

G — (* un homomorphisme; alors, il existe une R-algdbre K, un homo-
morphisme d’anneaux ¢: B — K ef un homomorphisme continu § de #&,
considéré par restriction des scalaires comme un groupe de Lie, dans ¢,
tels que « soit composé de I’homomorphisme @ -»¢@ induit par ¢
etde g, '

Mentionnons enfin, dans un ordre d’idées un peu différent, le théo-
réme principal de [86]: tout groupe lindaire (abstrait} & de type fini qui
ne posséde pas de sous-groupe résoluble d’indice fini contient un groupe
non-abélien libre; si 'adhérence de Zariski de &G est semi-simple, @
posséde méme une partie libre dénombrable F telle que deux éléments
quelconques de Fengendrent un sous-groupe dense de @. Ce résultat a
plusieurs conséguences intéressantes: il permet par exemple de prouver
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1a conjecture de J. Milnor et J. Wolf sur la croissance d’un gfoupe de type
fini dans Ie cas particulier des groupes linéaires.

20. Classification
Formes

Un théoréme bien connu de E. Witt permet de caractériser une forme
quadratique par son indice et sa partie anisotrope. On a un résultat
analogue pour les groupes algébriques semi-simples: un groupe G défini
sur un corps k esb caractérisé i isogénie centrale prés par un indice et un
noyay anisotrope: I'indice est consitué par le graphe de Dynkin A de G,
une opération du groupe de Galois de Ia cléture séparable de & sur 4 et un
ensemble J de sommets de 4; le noyau anisotrope est un groupe semi-
simple anisotrope dont le graphe de Dynkin s’obtient en retirant de A les
sommets appartenant & J et les traits qui y aboutissent. Ce résultat fait
Tobjet de [36] et [68], oit sont aussi énoncées des conditions nécessaires et
suffisantes pour quun indice et un noyau anisotrope donnés caractérisent
effectivement un groupe @, ainsi que la liste des indices possibles sur un
corps ¢ général», sur un corps localement compaet non discret et sur un
corps de nombres. Remarquons que dans le cas réel, un groupe simple est
entiérement déferminé par son indice et que l'on retrouve ainsi la
classification des groupes de Lie réels simples. .

21. Applications de la classification des groupes algébrigues a Ualgébre

Une remarque fondamentale de A. Weil raméne la classification des
‘groupes algébriques des types classigues 4, B, €, D & celle des algébres
simples & involution, sauf toutefois pour les groupes des types B et D sur
un corps de caractéristique 2. Pour traiter ces cas, il faut faire appel 4 la
notion de forme quadratique introduite dans [76]: soient £ une algébre
simple munie d’une involution ¢ de premiére espéce et A ’ensemble des
«formes alternées» z — o (%) (z < E); on appelle alors forme quadratique
un élément de EfA. Lorsque F est une algébre de matrices et ¢ la trans.
position, on refrouve les formes quadratiques usuelles. Dans [76] sont
aussi définis Pindice de Witt, le discriminant ou Vinvariant d’Asf et
lalgébre de Clifford paire, obtenue rationnellement comme un
quotient de l'algébre tensorielle de ¥, d’une forme quadratique; une
formule explicite, nouvelle méme dans e cas classique, est donnée pour
Vinvariant d’Arf. Notons que les formes quadratiques utilisées dans [§2]
(ef. §12) sont la généralisation de celles-ci & des corps gauches & in-
volution et des espaces veotoriels de dimension queleongue ; d’autre part,
I'extension par C. T. C. Wall de cetite notion au cas d’un anneau de base
joue actuellement un réle important en topologie différentielle.

Dans une série de travaux, C. Chevalley, B. D. Schafer, H. Freuden-
thal et N. Jacobson ont montré les liens existant entre 1’algébre ex-
ceptionnelie simple de Jordan, de dimension 27, et les algébres de Lie
exceptionnelles ¥, By, E,, H;, mais ils n’obtiennent que des constructions
ad hoc, différentes pour ces quatre algébres. La recherche de formules
explicites pour cerfaines formes de B; m’a conduit & la découverte de
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deux procédés de construction d’algébres de Lie & partir d’algébres de
Jordan. La premier, décrit dans [49], part d'une algébre de Jordan J
quelconque et d’une algébre de Lie simple ¥ de dimension 3; si D est
I'algébre des dérivations intérieures de J, 'espace L =J @ Y + D est
muni d'une structure d’algébre de Lie naturelle, donnée par des formules
simples. La réeciproque de ce résultat fournit une caractérisation des
algébres de Jordan qui expligue le r6le joué par celles-ci dans I'étude des
domaines bornés symétriques (travaux de M. Koecher). La seconde
construction {(cf. [54, 65] et R. D. Schafer, An introduction to nonasso-
ciative algebras, chap. IV} associe & tout couple formé d’une algébre
alternative 4 de degré <C 2 et d’une algébre de Jordan J de degré 3 une
algébre de Lie I, sorte de produit tensoriel de 4 et J. Les cas les plus
intéressants sont ceux ol 4 esh le corps de base k, une extension qua-
dratique (ou k @ k), une algtbre de quaternions ou une algébre d’octaves,
et ol J-est I'algébre de Jordan des matrices hermitiennes dordre 3 &
coefficients dans une algébre de I'un de ces quatre types. Sur un corps
algébriquement clos, on trouve ainsi un carré de 4 X4 algdbres de Lie
dont la derniére ligne et la dernitre colonne sont (Fy, E;, E,, E,). Ce
«earré magique» (H. Freudenthal) était déjd connu pour ses propriétés
numériques remarquables, observées expérimentalement par H. Freu-
denthal et moi {cf. [27], ITI) et qui trouvent ainsi leur explication. Sur un
corps non algébriquement clos, Ia construction donne diverses formes des
algébres de Lis exceptionnelles, et en particulier toutes leurs formes sur
R, sur les corps P-adigues et sur les corps de nombres (& supposer que le
principe de Hasse soit vrai pour B,).

Partant de I’observation que le stabilisateur d’un point générique
de 1'algébre de Jordan simple exceptionnelle J dans le groupe Aut J {de
type F,) est un groupe de type A,, j’en ai déduit des constructions ex-
plicites de toutes les formes de J sur un corps quelconque % de carac-
téristique différente de 2, & partir d’algébres simples de dimension 9 sur &
et d’algébres simples de dimension 9 & involution de seconde espéce sur
une extension quadratique de % (cf. N. Jacobson, Structure and re-
presentations of Jordan algebras, IX, 12}). On en déduit une démon-
stration simple d’an résultat de A. A. Albert: U'existence de formes &
divigion de J.

22. Groupes finis simples

Dans son livre «Linear groupss, publié en 1901, L. E. chkson
dressait la liste des groupes finis simples connus. Aucun changement n'y
a été apporté jusqu’en 1955, date 4 laquelle un nouveau départ s été
donné par C. Chevalley, aprés quoi les déeouvertes de nouveaux grouvpes
simples se sont succédées & un rythme rapide. Sont apparues d’abord
plusieurs séries infinies: groupes de Chevalley, formes fordues de ceux-ci
(trouvées par D. Hertzig, R. Steinberg et moi), groupes de Suzuki et de
Ree; ont suivi des groupes isolés, les groupes sporadiques, actuellement
zu nombre de 20 (groupes de Mathieu compris). Mes travaux dans ce
domaine sont les suivants.
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Ayant associé des géométries aux groupes exceptionnels complexes
(cf. § 11), j’ai songé & prendre les principales propriétés combinatoires de
celles-ci pour axiomes et de construire ainsi des géométries analogues,
donc des groupes exceptionnels, sur un corps quelconque. Ce prograrme
était réalisé pour Eg (cf. [28]) at moment ol les résultats généraux de
Chevalley ont rendu inutile Ia poursnite de cette voie.

Tes deux séries non classiques de «groupes de Chevalley tordus»
(groupes 2E; et 2D,) sont construits et étudiés dans [31] et [33]; simul-
tanément, R. Steinberg obtenait ces mémes groupes par une méthode
uniforme, proche de celle de Chevalley.

Dés aprés la découverie par Suzuki des groupes qui portent son nom,
jen ai donné une interprétation géowétrique comme groupes d’auto-
worphismes de certains ovoides [41, 46].

L’exposé [41], consacré aux groupes de Suzuki et de Ree, généralise
les résultats de Ree (le corps de base n'y est pas supposé parfait) et
contient des données nouvelles sur ces groupes, enfre autres une des-
cription élémentaire des groupes G, comme groupes doublement tran-
sitifs.

En définissant les groupes *F,, R. Ree avait montré qu’ils sont sim-
ples lorsque le corps de base a plus de deux éléments, mais il restait &
déterminer la structure de 2F, (F,); il est établi dans [66] que ce groupe
posséde un sous-groupe simple d’indice 2. D’autre part, les résultats
généraux de [56] ont comme corollaires immédiats Jes théorémes de
simplicité des groupes des séries infinies.

Dans [79], le groupe de Janko d’ordre 604.800 est obtenu comme
‘groupe d’automorphismes d’un graphe & 100 sommets et 1800 arétes,
construit 3 partir de ’hexagone généralisé associé au groupe G,(F,)
{cf. § 12). Jusqu’alors, Pexistence de ce groupe de Janko n’était prouvée
gqu’s Paide d’un ordinateur. '

Enfin, [53] décrivait I'état de la théorie des groupes finis simples-peu
avant que Z. Janko ait trouvé le premier groupe sporadique (groupes de
Mathieu mis 3 part) et Uexposé [83] fait le point aprés la découverte du
19e de la série; jessaye d’y mettre un semblant d’ordre dans un maquis
dont le mystére ne semble pas prés d’étre éclairei.
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2. Résumés de cours au Colleége de France

1. Immeubles: classification et automorphismes, Annuaire du Collége de France
(ACF), T4e année (1973-1974), 631-637. '

2. Groupes réductifs sur un corps local, ACF, 75e année (1974-1975), 49-55.

3. Rigidité et arithméticité des sous-groupes discrets de groupes de Lie, ACF, 76e
année (1975-1976), 51-55.

4. Groupes finis simples sporadiques, ACF, 77e année (1976-1977), 57-66.

5. Polygones -de Moufang et groupes de rang 2, ACF, 78e année (1977-1978),
73-80. '
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10.
il.

12.
13.

14.
15,

16.
17.
18.
19,
20.

21,

. Problémes de théorie des groupes en relativité Einsteinienne et chronogéométrie,

ACF, T9e année (1978-1979), 65-69.

. Schémas en groupes sur un anneau de valuation: immeubles affine, ACF, 80e

année (1979-1980), 75-79.

. Algébres et groupes de Kac-Moody, ACF, 81e année (1980-1981), 75-86.
- Algébres de Kac-Moody et groupes associés (suite), ACF, 82e année (1981

1982), 91-105.

Le groupe sporadique de Griess—Fischer, ACF, 83c année (1982-1983), 89--102.
Immeubles de type affine, classification et application aux groupes finis, ACF,
84e année (1983-1984), 85-96.

Immeubles affines, groupes arithmétiques et geometnes finies, ACF, 85e année
(1984-1985), 93-110.

Le groupe de Griess-Fischer: construction et “Moonshine”, ACF, 86e année
(1985-1986), 101-112.

Suite du précédent, ACF, 87e année (1986-1987), 90-97.

Formes et sous-groupes des groupes algébriques simples sur les corps et les corps
locaux, ACF, 88e année (1987-1988), 85--100.

Immeubles jumelés, ACF, 89e année (1988-1989), 81-95.

Suite du précédent, ACF, 90e année (1989-1990), 87-103.

Cohomiologie galoisienne des groupes semi-simples sur les corps de nombres,
ACF, 91e année (1990-1991), 125-137.

Groupes algébriques sur les corps non parfaits, ACF, 92¢ année (1991-1992),
115~132. '

Groupes algébriques linéaires sur les corps séparablement clos, ACF, 93¢ année
(1992-1993), 113-130.

Groupes algébriques simples de rang 2 et algébres de Clifford de petites dimen-

. ‘sions (classification des polygones de Moufang), ACF, 94¢ année (1993-1994),

22.

23.
24.

25.

-26.

101-114.

Polygones de Moufang (suite), description des quadrangles de Moufang connus,
ACF, 95¢ année (1994-1995), 79-95.

Arbres jumelés, ACF, 96e année (1995-1996), 79-101.

Homomorphismes “abstraits” de groupes algébriques, ACF, 97e année (1996—
1997), 89-102.

Immeubles jumelés: théorémes d'existence, ACF, 98e année (1997-1998),
97-112,

L. Eléments unipotents et sous-groupes paraboliques de groupes algébriques sim-

-ples, ACF, 99¢ année (1998-1999), 95-107. II. Le plan de Cremona, ibid.,

27.

108-114.
Groupes de rang 1 et ensembles de Moufang, ACE, 100e année (1999-2000), &
paraitre.

3. Manuscrits inédits; notes de cours

1. Espaces Homogénes et Isotropes et Espaces Doublement Homogénes, Mémoire
présenté au concours scient. interfacultaire L. Empain 1955, VII 4 108 p.
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2. Liesche Gruppen und Algebren (en collaboration avec M. Krimer et H. Scheerer),
notes polycopiées, Bonn, 1965, VI + 220 p.; réédition, Hochschultext (Springer-
Verlag, 1983), XIV + 220 p.

3. Lectures on Algebraic Groups, Notes rédigées par P. André et D. Winter (Yale
Univ., 1967), VI + 4 + 68 p.

4. Affine Buildings, Arithmetic Groups and Finite Geometries, Notes rédigées par
R. Scaramuzzi et D. White, d’aprés un cours fait & I'Université Yale 4 I’automne
1984, 117 p.
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II. GROUPES et GEOMETRIES de COXETER
par Jacgues TITS

Les §§ 1 & 3, constituant P’essentiel des présentes notes, sont extraites, sans mo-
dification, d’un projet de rédaction de la premiére partie {“Groupes et Géométries
de Coxeter”) d’un livre consacré aux groupes vérifiant un théoréme de Bruhat et
aux géométries qu'on peut leur associer. Cela explique une terminologie qui peut
paraitre étrange & premiére vue, et certaines incohérences, telles que 'introduction
de notions ou ’énoncé de propositions auxiliaires non utilisées par la suite. Le §
0 réunit les définitions des principaux termes utilisés; on aura intérét A ne pas le
lire d’abord, mais plutét & s’y référer chaque fois quun terme nouveau s’introduit
dans le texte. A titre de bibliographie, on se bornera & mentionner, en tant que
principale source d'inspiration,

WITT, E., Spiegelungsgruppen und Aufzahlung halbeinfacher Liescher Ringe,
Hamb. Abhandl. 14 (1941), 289-322,

et & renvoyer, pour toute autre indication, &

COXETER, H.S.M. et MOSER, W.0.J., Generators and relations for
discrete groups, Ergebnisse der Math., N.F., 14, Springer, 1957.

0. PRELIMINAIRES, DEFINITIONS. NOTATIONS

Une géométrie est un ensemble ordonné dont les éléments sont appelés drapeaux
et dont la relation d'ordre, notée a < b, se lit: “a supporte b” ou “a est un sous-
drapeau de b”. Les géométries forment une catégorie (les morphismes étant définis
de fagon évidente); on peut donc parler de produits directs (qm existent toujours)
et de sous-géométries.

Un ensemble {a;} de drapeaux est appelé une famille incidente s'il posséde un
majorant; deux drapeaux sont incidents sils constituent une famille incidente. La
borne supérieure (resp. inférieure) d'un ensemble de drapeaux {a;}, si elle existe,
est appelée somme (resp. p.g.s.c. = plus grand support commun) des a;. Soient a
et b deux drapeaux tels que a < b; si 'ensemble des drapeaux c tels que a +c= b
posséde un élément minimum, il est appelé différence de b et a, et noté b—a. Si
une géométrie posséde un élément minimum, celui-ci est noté 0. La hauteur d'un
drapeau a est le plus grand entier p tel qu'il existe une suite totalement ordonnée
de drapeaux ay, as,..., ap = a, avec a1 # 0 (si 0 existe) et a; < @iyy; si une
telle suite existe pour tout P, la hauteur est dite infinie. Lorsqu’il existe un 0, on
appelle en abrégé drapeaur minimauz les drapeaux non nuls minimaux, c’est-i-dire
les drapeaux de hauteur 1. Une chaine de longueur n est une suite de n drapeaux
tels que deux éléments conséeutifs de la suite soient comparables. Si ' est une

_géométrie et a € I, la résiduelle de T' par rapport & a est la sous-géométrie de I'
constituée par les drapeaux supportés par a. Etant données deux parties A et B de
T, ombre de A sur B est I’ ensemble des éléments de B incidents & tous les elements
de A.
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Soit § une géométrie. Une géoméirie sur S, ou S-géométrie, est une géométrie
I' + un morphisme I' = 5. On définit de fagon évidente les S-morphismes en-
tre S-géométries. L'image dans § d'un drapeau (dun ensemble de drapeaux,
d'une chaines de drapeaux, ...) d’'une S-géométrie est appelée Pespéce (sur )
de ce drapeau (de cet ensemble, de cette chaine, ...). Une chaine est tendue (sur
8) s'il n’existe aucune autre chaine de méme espéce ayant les mémes extrémités.
Une géométrie (resp. une S-géométrie) ¢ opérafeurs est une géométrie (resp. une
S-géométrie) 4 un groupe opérant par automorphismes (resp. S-automorphismes)
sur celle-ci; on définit de fagon évidente les morphismes de géométries & opérateurs.
Les expressions “sur 5”, ou “) opérateurs”, seront souvent omises, lorsque le con-
texte est suffisamment clair.

Soient F un ensemble et I une “relation d’incidence”, c’est-a-dire une corres-
pondance réflexive et symétrique, donnée dans E. Appelons drapeau toute par-
tie de E formée d'éléments deux 3 deux incidents. L’ensemble de ces drapeaux,
ordonné par Vinclusion, constitue une géométric P(F,I), & partir de laquelle on
peut reconstituer Pensemble E (ensemble des drapeaux minimaux de P(F,I)) et
la relation d’incidence. Une géométrie qui peut &tre définie de cette fagon est dite
une géométrie d'incidence. Si la relation I est triviale (i.e. vérifiée pour toute paire
d’éléments de E), P(E,I), qu'on notera alors P(E), est la géométrie des parties
de E ordonnées par linclusion. Si E est ’ensemble des faces d’un polyédre, et I
la relation d’incidence usuelle entre ces faces (l’mclusmn), P(E,I ) est appelée la
géoméitrie du polyédre en question.

~ Solent G un groupe et G; un sous-groupe. 1l sera parfois utile de faire la dis-
tinetion entre un point & € G/G et la classe latérale de G4 dans & qu'il représente;
. celle-ci sera alors notée cl(a).
Soient G un groupe et {G;} un ensemble de sous-groupes de G, { parcourant
. un ensemble d’indices I. On notera G({G;}) la géométrie dont les drapeaux sont
* les points de la somme directe des ensembles G/Gj, la relation d’ordre étant définie
comme suit: @ < b si ¢l{a) D cl(b). Supposons les G; tous distincts, et introduisons
_dans I la relation d’ordre suivante: i < j si G; 2 Gy; la géométrie ainsi définie sera
encore désignée par I. Cela étant, G({G;}) est, de fagon naturelle, une I-géométrie
4 opérateurs (le groupe d’opérateurs étant &). '

Soit V un espace vectoriel réel. Un céne simplicial ouvert (c.s.0.) est
I'ensemble des combinaisons linéaires & coefficients strictement positifs d’'un en-
semble de vecteurs lindairement indépendants; les demi-droites déterminées par ces
vecteurs sont les arétes du c.s.0o. La géoméirie des c.s.o. de V est la géométrie &

opérateurs dont les drapeaux sont les c.s.o. de V), la relation d’ordre étant définie
~ comme suit: a < b si a est une face de b, ¢’est-a-dire si les arétes de o sont aussi des
arétes de b, et le groupe d'opérateurs étant le groupe linéaire général {groupe des
automorphismes de V).

Les applications sont écrites & droite (sauf lorsqu’il s’agit de simples indexa-
tions — 'auteur a d’ailleurs Uintention d'éviter cette mcoherence dans la rédaction
définitive). De méme, les groupes opérent a droite.
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1. GRAPHES. GROUPES ET GEOMETRIES DE COXETER

Soit n un entier naturel. Un graphe d’ordre n sera un objet A constitué par un
ensemble X(A) de n éléments appelés sommets de A, et une loi qui associe 4 toute
. paire (i,7) de sommets un entier i égal & Lou > 2 selon que i = ou # j. On
désignera aussi par A la matrice symétrique des d¢;. Enfin, on représentera encore
A par un dessin obtenu comme suit: les sommets de A sont représentés par des
points, et deux points ¢, j (i s j) sont joints par un trait (8:; — 2)-uple (si §;; = 2,
les points ne sont pas joints), ou par un trait simple sur lequel est indiquée la valeur
de §;; (les deux conventions pouvant étre utilisées conjointement),
Si A est de la forme :

Ar A Ap
A= Agy  Ag Ay

Az Az Az - ]

ol les A; sont des matrices carrées et ot les A;; sont composées uniquement de
nombres 2, on dira que le graphe A est la somme directe des graphes Aj, Ag,... , et
on écrira A = A;4Ag+- -+ Un graphe sera dit connere s'il n'est pas somme directe
de deux diagrammes d’ordres strictement positifs. Tout graphe est une somme
directe de graphes connexes, appelés ses composantes connexes. On appellera sous-
graphe de A, tout graphe A; dont ’ensemble de sommets 2(A1) est partie de L(A),
le.nombre 4;; associé & tout couple i, j € L(A;) étant le méme pour A et 4;. Si
i=2X(A)—32(A1) est I'ensemble des sommets de A qui ne sont pas sommets de Aq,
on dira aussi, en abrégé, que A; est obtenu 3 partir de A en lui retirant ensemble
de sommets i. La géométrie P(E(A)) des parties de Z(A) sera encore notée P(A).

On appellera groupe de Cozeter de type A le groupe G = G{A) engendré par
n générateurs r; (i € (A)), en correspondance biunivoque avec les sommets de A,
et défini par les relations

(1.1) . - (‘P.,;?"j)a"j =1

ol (4, ) parcourt I'ensemble des couples d’éléments de ${A) tels que di; < o0, On
. notera que pour i = j la relation (1.1} devient r? = 1. :

P={i,... ,ip} et i' = {4f,... ,i! _ } étant deux parties complémentaires de
~ Z(A), on notera Gy = @;,...q, = GV = G""-» le sous-groupe de G engendré par
les 7 (¢ € i'). Enfin, on appellera géométrie de Cozeter de type A la géométrie
I' =T'(A) = G({G1}), ol i parcourt Pensemble des parties de ZA).

1.2. Exemple. Soient n =2, £(A) = {1,2} et 615 =6 (i.e. le graphe A se compose
d'un trait (§ — 2)-uple). Alors G(A) est le groupe diédral d’ordre 26 et I'(A) est la
géométrie d’un polygone & § cotés.

2. REPRESENTATIONS

Soient V' un espace vectoriel réel & n dimensions, {v;} (i € £(A)) une base de V,
V7 le dual de V, {v{} la base duale de {v;}, Ba: V' x V' — R la forme bilinéaire
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définie par
(v, v})ﬁA = —cos 7 /8;,

et w} la “symétrie” définie par

zw;=z—2-(z,9))Ba-v; (zeV’).

2.1. Théoréme. (Witt) I eziste une représentation w' de G(A) dans V' telle que
riw' = w] pour tout i € L(A). Cette condition détermine v’

Démeonstration. Il suffit de vérifier que

(2.2) (wiwi) =1,
Lorsque i = j cest évident. Supposons donc que i # j. Le plan V] engendré par
v; et v}, et la variété & n — 2 dimensions V3, orthogonale & celui-ci, sont invariants
par w; et w], qui induisent sur VJ la transformation identique, et sur ¥y, considéré
comme un plan euclidien (avec la métrique définie par la restriction de Ga), les
symétries par rapport & deux droites formant entre elles un angle 7/8;;. Il s’ensuit
que les restrictions de (wiw/)® & V{ et & V{ sont I'identité. Or l'espace V' est Ia
somme directe de V{ et Vj, puisque la restriction de fa & V| n'est pas dégénérée.
a

2.3. Théoréme. (Witt) La forme Ba est invariante par le groupe Gw'. i le
graphe A est connexe, les seules formes bilinéaires symétriques invariantes par Gw'
sont les multiples de Ba. '

Démonstration. La premiére assertion est évidente. Soit # une formie bilinéaire
symétrique invariante par Gw'. En exprimant que la restriction de § au plan
déterminé par v} et v} est invariante par w}, on trouve la relation

(2.4) (v}, )8 = —(v}, v])B - cos 5—,
d’ol on déduit en particulier que
(2.5) st 6y > 2, (v, v3)B = (v5,v5)8.

Si A est connexe, il est possible, pour tout couple (7,7}, de trouver une suite de
sommets de A, ¢ = iy, ig,... ,ip = j, telleque d; ;,,,., > 2 pour tout m (1 < m < p).
De (2.5) il résulte alors que (v}, v})3 2 une valeur constante, indépendante de ¢, et

de (2.4}, que B est un multiple de SGa. : O

Nous appellerons représentation naturelle de G la représentation w de G dans
V' contragrédiente de w' (i.e. définie par {z,z') = ((z}(gw), (z'}(gw")) pour tous
zeV,z' eV et g €G) Le transformé par gw (g € G} d’un point = de V, ou
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plus généralement d'un objet z quelconque défini dans V, sera le plus souvent noté
Tg, ce qui revient & considérer que G opére (& droite) sur V.

Pour toute partie i = {iy,... ,i,} de L(A), soit C; = Ciy..4, le cone simpli-
cial ouvert (c.s.0.) ensemble des combinaisons linéaires & coefficients strictement
positifs de v;,,...,v;, (sii=10, C;i = {0}). Sig € G, le cs.o. Cig dépend seule-
ment du drapeau @ = G - g, et non du choix particulier de I’élément g € cl.(a);
nous le noterons aw*. Il est facile de voir que (w,w*) constitue un morphisme
de géométries & opérateurs de I'(A) dans la géométrie des c.s.o. de V; mous
Pappellerons représentation naturelle de T(A). Lorsqu’aucune confusion n'est 3
- craindre, il nous arrivera fréquemment de supprimer astérisque de w*.

Le cone Cj est invariant par ryw si et seulement si i ¢ i. On en déduit que

2.6. Théoréme. Les sous-groupes G; et Gj de G correspondant & des parties
distinctes, 1 et j, de L(A), sont distincts.

Cela nous permet de considérer (A} comme une P(A)-géométrie. En parti-
culier, les drapeau;c éléments de G/G; seront dits d’espéce i.

2.7. Corollaire. Sii C J, tout dropeau d’espéce j posséde un et un seul sous-
drapeay d’espécei. Sii C j, tout drapeau d’espéce i supporte au moins deuz drapeaus
d’espéce j.

2.8, Corollaire. $ii={iy,...,ip}, les drapeauz d’espéce i sont de houteur p.

Qutre la représentation w, nous aurons & utiliser la représentation projective

naturelle & de G définie comme suit. Soient V' Pespace affin déduit de V' par

“abstraction du 0” (espace homogéne obtenu en faisant opérer V' sur lui-méme par
‘translation) et &} I'affinité involutive définie par

z@, = aw} + 20, zeV'.

Un raisonnement analogue & celui qui nous a permis d’établir le théoréme 2.1 montre
que les @} satisfont aux relations

(@@5)% =1,

c’est-a-dire qu'il existe une représentation affine bien déterminée &' de G telle que
 ri@’' = @} pour tout i. La représentation & est alors celle induite par @ sur le dual
V de V’ qui est un espace projectif pointé. Si la forme bilinéaire 8a n'est pas
degeneree les hyperplans

H; = {z]z e V', (z — v}, v})}8a = 0},

ensembles des points fixes des @, se coupent en un point 0, invariant par G&', et
-Ia représentation @' (resp @) n'est pas essentiellement différente de o' (resp. w), de
fagon précise, espace V' (resp. V) peut &tre muni d'une structure d’espace vectoriel .
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invariante par G@’ (resp. G@) telle que la représentation linéaire @' (resp. @) soit
équivalente & w' (resp. w). Dans tous les cas, V peut étre canoniquement identifié
avec Pespace vectoriel tangent 2 V en son centre (point distingué) et w est alors la
représentation de G dans cet espace, induite par &.

3. CHAMBRES. HYPERPLANS RADICIELS. LE CONE 2(A).
FIDELITE DE LA REPRESENTATION w

Conservons les notations du § 2 et posons C = Cxa); C est donc le c.s.0. ensemble
des combinaisons linéaires & coefficients strictement positifs des v; (i € Z{A)).

Nous appellerons chambres (de la géométrie I'w*) les images par w* des dra-
peaux de hauteur n de I, c’est-a-dire les transformés de C' par les éléments de
&, murs d'une chambre les hyperplans de V' définis par les faces & n — 1 dimen-
sions de celle-ci, hyperplans radiciels les murs de toutes les chambres, et demi-
espaces radiciels les demi-espaces fermés limités par des hyperplans radiciels. No-
tons immédiatement que

3.1. Ladhérence d’un c.s.0. appartenant ¢ I'w* est Uintersection des demi-espaces
radiciels qui le contiennent
Nous désignerons par W; I'hyperplan radiciel engendré par les v; (j # ).

3.2. Théoréme et Définitions. Ftant donné un hyperplan radiciel W, il ez-
-iste une et une seule transformation wyw € Gw différente de Uidentité et laissant
invariants tous les points de W'; on Uappellera la symétrie par rapport a W.

Le transformé par wyr d’un objet quelcongue défini dans V sera dit symétrigue
de cet objet par rapport 3 W, '

Démonstration. On peut, sans nuire 4 la généralité, supposer que W = W}, auquel
cas w; = r;w jouit des propriétés requises. Réciproquement, soit ww € Gw une
transformation quelconque possédant ces propriétés. La transformation wiy € Gw'
quelle induit dans V' conserve chague droite (affine) paralléle 4 la droite engendrée
. par v}, ainsi que la forme Ba. Tenant compte du fait que {(v],v{}Ba # 0, on en
déduit immédiatement que wiy = wi, d’oll ww = w;.

Remarque. Le théoréme 3.2 pourrait aussi se déduire comme corollaire immédiat
du suivant.

3.3. Théoréme. La représentation w* de T est fidéle. Plus précisément, les cones
images par w* de deuz drapeaus distincts de T’ ont une intersection vide.

3.4, Corollaire. Les représentations w el & de G sont fidéles.
3.5. Corollaire. 7 est simplement transitif sur les chambres.

3.6. Corollaire. Les 2™ faces d’une chambre donnée quelconque sont deur d devx
non équivalentes pour le groupe G. :
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3.7. Corollaire. L’intersection des adhérences G d'une famille non vide quel-
congue de cines amw (am € I') est Uadhérence d'une face commune aw de ces cones. 7
Le drapeau a est le plus grand support commun (p.g.s.c) des drapeaus ayp,.

3.8. Corollaire. Toute fomille incidente {am} de drapeauz de T' posséde une
somme a =Y am. Siam est despéce im, a est despéce | Jin.

3.9. Corollaire. Tout drapeau est la somme des drapeauz minimous qui le
supportent.

3.10. Corollaire. Soient a, b € I' deuz drapeauz d’espéces i, j respectivement. Si
b < e, lo différence a -- b existe et est un drapeav d’espéce i —j. '

3.11. Corollaire. Siii,... 1, désignent des parties quelcongues de (A},
nGi;n = GU im *

3.12. Corollaire. Si un élément de G laisse invariant un céne aw (e € T), il
laisse invariants tous les points de ce cone.

Les diverses étapes de la démonstration du théoréme 3.3 seront mises sous
forme de lemmes.

- 3.13. Lemme. Soient i, j € £(A), g € G (groupe engendré par r; et r;), et
D Vintersection des demi-espaces radiciels limités par W; et W; et contenant C.
Lintersection W; N Cg est Uadhérence d’une face a m =n—2 oun—1 dimensions
de la chambre Cg. Si W; = Wig (k€ Z(A)) (cas ot m=n—1, i.e. ot W; est un
mur de Cg), ; = g~ 'rrg. Enfin, si Wyg # W; et Wy, on a WignD = W;NnW;nD.

Démonstration. Soient V; la variété linéaire engendrée par les v, (h € Z(A), h #
i,7), c’est-a-dire la variété des points de V invariants par tous les éléments de G7,
G° le groupe de Coxeter engendré par deux générateurs r et 7 et défini par la -
relation (r¢r3)% = 1, ¢ Phomomorphisme de G° dans G défini par rPp = r,
rj¢ = 73, w° la représentation linéaire de G° dans le plan V/V; induite par la
représentation ¢ o w, et C°, W2, W2, D° les projections de C, W;, W;, D dans
V/Vi. On voit aisément que w® est la représentation naturelle de G°, que C° est une
chambre de cette représentation dont W2, W} sont les murs, et que C° = D° est
Fintersection des demi-espaces radiciels de w® limités par W et W2 et contenant
C°. D'autre part, W; et W; sont les seuls murs de C contenant V;, par conséquent,
si Wy = Wig, k = i ou j. De ces remarques, il résulte immédiatement que la
proposition & démontrer sera vraie pour & si elle l'est pour G°, c’est-a-dire pour
" = 2, mais dans ce cas, c’est une proposition de géométrie euclidienne plane, facile
4 démontrer.

3.14. Lemme. Pour tout g € G et tout i € T(A), W; N Cyg est Uadhérence d’une
Jace de Cg. SiW; = Wyig (k € E(A)) (cas o W; est un mur de Cg), r; = g 'rig.
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m

Démonstration. Notons (I,,,) la proposition énoncée, dansle casolig=ry, - --7;
est le produit de m facteurs r;, et énongons d’autre part la proposition

(I1,) Soient i, j, i1,... ,im € Z(A), g = 14,75, et ¢ € G9. Alors,
Wig’' 1 Cg est Uadhérence d'une face de Cg, et si Wig' = Wig, ¢~ 'rig’ = g trig.

(I1y) est une partie du lemma 3.13. Cela étant, la démonstration se fera par
induction selon le schéma suivant: (IT,—1) = (In), et (1) + T )(m' <m) =
(IIn). Pour montrer que (II,_;) implique (1), il suffit de poser, dans (II,,_1),
Jj =im et ¢’ = r;_, et de tout transformer ensuite par r;_. Il nous reste donc &
établir la seconde implication. Nous distinguerons deux cas selon que Cg est ou
non contenu dans l'intersection D des demi-espaces radiciels limités par W; et W
et contenant C.

Soit Cg C D. 1l résulte alors du lemme 3.13 que Cg N Wig' = Cg N W;, ou
Cg N Wj, ou encore Cg N W; N W;. En outre si W;g' = Wyg, Uhyperplan W;g’ est
un mur de C'g, donc W;g' = W; ou W; et on a, suivant le cas, toujours en vertu de
3.13, ¢'"lr;¢’ = r; ou r;. Mais alors, la propriété & démontrer se raméne 3 (I,), si’
on tient compte du fait que I'intersection des adhérences de deux faces de Cyg est
encore l'adhérence d’une face de Cj. :

Supposons 4 présent que Cg ¢ D, et soit p le plus grand entier tel que

- Cry, -7y, ¢ D. Posons g; = Tippa " Tim 6t g2 = T, q1. Ona Cg C D et
Cgs ¢ D. D’autre part, en vertu de (Im—pt+1), Wi N Cgy = W; N Cgy = 0. Par
conséquent Cga N D = §. Mais Cg; et Cgs ont en commun une face 3 n — 1 dimen-
‘sions, & savoir Cygy, avec i = Z(A)—{ip}. Celle-ci doit nécessairement étre contenue
dans la frontiére de D, donc dans W; ou W;, c'est-a-dire qu’on a Wi g1 = W; ou
W;, d’oli, en vertu de (In,—p), 91 1Tz',, g1 = Th, avec b = 1 ou j. De cette derniére
relation, on tire

g= T Tipgl =Tip e rip-lrip+1 T Th

et on se ramene alors & (II,,_1) en transformant toutes les données par 5, (qui
appartient & G%), 0O

3.15. Lemme. Soit g =17, ---7;, € G. 8i les chambres C et Cg sont situées de
part et d’autre de Uhyperplan W; (i.e. ne sont pas contenues dans le méme demi-
espace radiciel limité par W), le produit gr; peut s’écrire sous la forme d’un produit
de m — 1 générateurs r;.

‘Démonstration. Soit p le plus grand entier tel que Cry, - - 14, soit contenu dans le
demi-espace limité par W; et ne contenant pas C, et g) = r;_,, ---74,,. En procédant
exactement comme dans la seconde partie de la démonstration précédente on montre
que gy 1?'1',,91 = r;, d’olt

GTi = Tiy Ty QAT = Tiy iy Tipyy =" Ty n

3.16. Lemme. SiCgnNC # 9, g=1.
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1°) G est un groupe fini;

2°) La forme B est définie positive;

3N0=V.

Lorsqu’elles sont vérifiées, I'image sphérique de £ = V' a une structure naturelle de
sphére euclidienne, et nous dirons alors que A est de type sphérique. Les graphes
de ce type ont été déterminés par H.5.M. Coxeter.

{(b) Un graphe A sera dit de type euclidien (resp. hyperbolique) si I'intérieur du céne
§? est un demi-espace ouvert (resp. l'intérieur d’un céne quadratique de signature
++- -+ ), et de type proprement euclidien (resp. hyperbolique) si en outre Q — {0}
est ouvert; suivant le cas, I'intérieur de I'image sphérique de £, ou cette image elle-
méme, a une structure naturelle d’espace euclidien (resp. de Lobatchevski). Pour
que le graphe A soit de type proprement euclidien, il faut et il suffit qu’il soit connexe
et que la forme fa soit semi-définie (les graphes de ce type ont été déterminés par
E. Witt). Pour qu'un graphe soit de type proprement euclidien ou proprement
hyperbolique, il faut et il suffit qu’il ne soit pas de type sphérique mais que tous
ses sous-graphes propres le soient (les graphes de ce type ont été déterminés par
F. Lannér). Les graphes de type euclidien sont les sommes directes d’un graphe de
type proprement euclidien et d'un graphe de type sphérique. Pour qu'un graphe
- soit de type hyperbolique, il faut et il suffit qu'il soit connexe, qu'il ne soit pas
-de type sphérique ou proprement euclidien, mais que tous ses sous-graphes propres
soient de I'un de ces deux types.

(c) Les seuls graphes A tels que P'image pro jecfive de la frontiére de Padhérence du
cone {2 soit une variété algébrique sont les sommes directes de graphes des types
considérés plus haut.

(d) Si A est de type hyperbolique, la forme 8 est non dégénérée et de signature
++---+— (la frontidre de © étant alors 'une des deux “moitiés” du céne d’équation
(z,%)Ba = 0). La réciproque n’est pas vraie. En fait, le cas oti 8a est non dégénérée
et de signature 4+ + - -+ + — apparait en quelque sorte comme le “cas général”; on
peut voir, par exemple, qu'il en est toujours ainsi dés que tous les di; sont supérieurs
a un entier A suffisamment grand (dépendant peut-étre de I'ordre n de A — Pauteur
n’est pas en mesure de préciser ce point).

Géométrie résiduelle

(a) Soient i une partie de X(A), a un drapeau d’espéce i et A; le graphe déduit de
A en lui retirant ’ensemble de sommets i. Alors, la géométrie résiduclle de T par
rapport a a, qui est de fagon évidente une P(A;)-géométrie, est isomorphe, en tant
que telle, & la géométrie de Coxeter I'(4A;).

(b) Le groupe G4, engendré par les r; (i € B(A)—1i), est défini par celles des relations
(1.1) qui concernent ceux-ci (en particulier, il est isomorphe & G(A;)).

 Automorphismes, Isomorphismes

Les seuls P(A)-automorphismes de la géométrie I'(A) sont les éléments de G(A).
Deux géométries de Coxeter I'(A) et I'(A’) sont isomorphes si et seulement si les
graphes A et A’ le sont.
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Les géométries de Cozeter sont des géométries d'incidence

(a) En particulier, toute famille de drapeaux deux & deux incidents est incidente,

{b) En terme de sous-groupes, la propriété précédente se traduit comme suit: si i, j,
k sont trois parties de L(A), on a G; - (G5 NGy) = (GiNG;} - (Gi N Gk), ou encore,
GiN (G- Gk} = (G- Gj) N (G; - Gi). Ces relations restent vérifiées si on remplace
un des trois sous-groupes G, Gj, Gk par un sous-groupe conjugug.

Ombres

(a) Soient i, j, k C £(A). On dira que j sépare i et k si aucune composante connexe
du graphe déduit de A en lui retirant j ne renferme 4 la fois un sommet appartenant
& i et un sommet appartenant a k, que k est réduit mod. i si aucune de ses parties
propres ne le sépare de i, qu'un drapeau est réduit mod. i si son espéce l’est, on
appellera réduction de k mod. ila plus petite partie k' de k séparant k et i, et enfin
réduction mod. i d’un drapeau d’espéce k le sous-drapeau d'espece k' de celui-ci.

(b} Soit E; 'ensemble des drapeaux d’espéce i. Deux drapeaux ont méme ombre sur
E; si et seulement s’ils ont méme réduction mod. i; par conséquent, les ombres de
drapeaux sur Ej sont en correspondance biunivoque avec les drapeaux réduits mod. -
i. Soient a et b deux drapeaux réduits mod. i, d’espéces j et k respectivement; pour
que I'ombre de a sur E; soit contenue dans celle de b, il faut et il suffit que a et b
soient incidents et que j sépare i et k. '

(¢) L’intersection d’une famille quelconque d’ombres de drapeaux sur Ej est encore
Pombre d'un drapeau sur Ej.

Pavages et pavés

(a) On supposera ici que A est connexe et que ses sommets peuvent &tre numérotés
de 1 & n de telle fagon que d;; = 2 pour tout couple (i,7) tel que |{ — j| > 2
(cela signifie que A ne présente ni cycle ni ramification). Soient E; Vensemble des
drapeaux d’espéce 1 (extrémité de A) et w la représentation naturelle de I'. Pour
tout drapeau a d’espice i (1 < i < n), on notera ar le céne |J, b, ot la réunion
est étendue 3 tous les drapeaux b supportés par a et dont Pespéce est constituée
exclusivement de sommets < i (i.c. séparant 1 et 7). Le cone ar sera appelé le pavé
d’espéce i correspondant 4 a (pour le choix donné de la numérotation des sommets
de A}. Le “pavage” ainsi défini jouit des propriétés suivantes:

La réunion de tous les pavés est le cone .

~ Les pavés d’espéce i sont des cones convexes de dimension 4.

L’intersection am M bm de deux pavés d’espéces i et 7 est un pavé cm d’espéce
strictement inférieure 2 i et j. Le drapeau ¢ est aussi le drapeau réduit dont 'ombre
sur By est U'intersection des ombres de a et b (autrement dit, 7 définit un isomor-
phisme du treillis des ombres de drapeaux sur F; sur le treillis des pavés).

La figure affine constituée par un pavé d’espece i dépend seulement de la partie
du graphe A comprise entre les sommets 1 et 4.
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(b) Les résultats précédents redonnent en particulier les résultats classiques sur les
polytopes réguliers et les pavages réguliers des espaces euclidiens et de Lobatchevski
(cf. Coxeter et Moser, loc. cit.); on peut les obtenir comme cas particuliers de
résultats encore plus généraux, mais moins agréables 3 énoncer, portant sur un
graphe A quelconque et une partie privilégiée i de £(A) (jouant le role du sommet
- privilégié 1 dans le cas particulier envisagé plus haut).

Morphismes et couples de drapeauz génériques. Spécialisations

(a) Soient A une P(A)-géométrie et ¢y, @y deux P(A)-morphismes de celle-ci
dans I'(A). On dira que ) est une spécialisation de o (resp. que @7 et o sont
équivalentes) 'il existe un P(A)-endomorphisme (resp. un P{A)-automorphisme) o
de I'(A) tel que 5 = paa. Un P(A)-morphisme de A dans T'(A) sera dit générigue
si tout autre P(A)-morphisme de A dans I'(A) en est une spécialisation, Les cou-
ples de drapeaux d’espéces i et j données pouvant étre identifiés canoniquement
avec les P{A)-morphismes d'une géométrie A constituée par deux drapeaux non
comparables d’espéces i et j dans I'{A), nous pourrons parler de spécialisation et
d’équivalence de couples de drapeaux, et de couples de drapeaux génériques.

(b) Pour que deux P(A)-morphismes d’une P(A)-géométrie A dans I'(A) soient
équivalents, il faut et il suffit que chacun d’eux soit une spécialisation de I'autre.

~{c) Soient (a,b) et (a',¥') deux couples de drapeaux. Pour que (a,b) soit une

- spécialisation de (a’,¥), il faut et il suffit que pour toute chaine de drapeaux

d’extrémités o et &', il existe une chaine de méme espéce et d'extrémités a et
b. Il suffit aussi que cela soit vrai pour toute chaine tendue d’extrémités a’ et ¥'.

(d) Deux drapeaux a, o' seront dits opposés si les cones aw et a'w le sont. Si A est
- connexe, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe des drapeaux opposés
‘est que A soit de type sphérique (i.e. que G(A) soit fini), auquel cas tout drapeau
a possede un opposé a’ ; en outre, les drapeaux a et o' sont de méme espéce, sauf si
A est le schéme de Dynkin de I'une des algébres de Lie A, (n > 1), Dgpy1 ou Fg,
auquel cas l'espice de a’ est transformée de l'espéce de a par I'unique permutation
d’ordre 2 de £(A) gui induit un automorphisme de A. A étant toujours supposé
connexe, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un couple (a,b) de drapeaux
différents de 0 soit générique (de son espéce), est que A soit de type sphérique et
que b soit incident & I'opposé de a (ou, ce qui revient au méme, que a soit incident
a Popposé de b). De ces propositions, on déduit aisément les conditions pour qu’un
drapeau posséde un opposé ou pour qu’un couple de drapeaux soit générique dans
le cas général (A quelconque).

Sous-géométries converes

(a) Soit I' une sous-géométrie de I'(A). Les trois conditions suivantes sont
équivalentes: (i) Etant donné un drapeau quelconque a n’appartenant pas & IV,
il existe un P(A)-endomorphisme de I" ne conservant pas a et dont la restriction 3
T soit I'identité; (i) Tout sous-drapeau d’un drapeau appartenant a IV appartient
encore & I, et le cone ', réunion des cones aw (a € IV) est convexe; (i) €' est
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I'intersection de £ et d’une famille de demi-espaces radiciels. Lorsque ces conditions
sont remplies, nous dirons que I' est une sous-géométrie conveze de I'.

{b) Tous les drapeaux maximaux d’une sous-géométrie convexe de I' ont méme
hauteur; celle-ci sera appelée la hauteur de la sous-géométrie en question. Les
. sous-géométries convexes de hauteur n de I' sont les images de I' par ses P(A)-
endomorphismes idempotents.

Sous-géoméirie déterminée per deur dropecuz

(a) On appellera sous-géométrie déterminée par deux drapeaux a et b, la plus petite
sous-géométrie convexe qui les contient, c’est-&-dire la géométrie constituée par tous
les drapeaux invariants par tout P(A)-endomorphisme de I' conservant a et b. Un
drapeau appartenant & cette sous-géométrie sera dit intermédiaire entre a et b,

(b) Pour que deux couples de drapeaux (a,b) et (a’, b’) soient équivalents, il faut et
il suffit qu’il existe un P(A)-isomorphisme de la sous-géométrie déterminée par a
et b sur celle déterminée par a’ et b’, qui applique ¢ sur o’ et b sur &',

(¢) Pour qu’une chaine de drapeaux a,,... ,a, soit tendue, il faut et il suffit que,
pour tout triple d’entiers i, j, & tels que 1 < i < j < k < n, a; soit intermédiaire
entre a; et ap. Pour qu’un drapeaux ¢ soit intermédiaire entre deux drapeaux a et
b, il faut et il suffit qu'il existe une chaine tendue d’extrémités a et & qui contienne
¢, sauf si a et b sont des drapeaux minimaux opposés, auquel cas on doit avoir e =4
oub.

(d) Soient A de type sphérique (i.e. G(A) fini), (a,b) un couple générique de dra-
peaux, et o’ I'opposé de a. La géométrie déterminée par a et b a méme hauteur
que le drapeau e’ + b {qui est défini puisque a’ et & sont incidents). Si a et b sont
minimaux et non opposés, elle se réduit & une chaine dont les éléments sont alter-
nativement de hauteurs 1 et 2, et qui est alors la seule chaine tendue d’extrémités
aet b

Projection

(a) Etant donnés deux drapeaux a et b, il existe un drapeau b,, appelé projection
de b sur e, défini par I'une quelconque des trois propriétés suivantes: (i) b, est
maximum dans ’ensemble des drapeaux supportés par a et intermédiaires entre a
et b; (ii) Si = € aw et y € bw, tout point du segment [zy] suffisamment voisin de =
est contenu dans baw; (iii) b, est supporté par a et si V, désigne la variété linéaire
engendrée par aw, la projection du céne bw dans V/V, est contenue dans celle de
bow.

" (b) 'z désignant la géométrie résiduelle d'un drapeau a donné, 'application T' — T,
qui envoie tout drapeau b sur sa projection est un morphisme {mais non un P(A)-
morphisme!).

{c) Le stabilisateur de b, dans G est I'intersection des stabilisateurs dea et 5. Onen
déduit immédiatement que I'intersection d'une famille quelconque de stabilisateurs
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de drapeaux (c'est-4-dire de sous-groupes conjugués 4 des sous-groupes de la forme
Gi, avec 1 € Z(A)) est encore le stabilisateur d’un drapeau.

N.B. Les propriétés de la projection sont un outil essentiel pour la démonstration
de la plupart des résultats énoncés dans ce § 4 (par suite, 'ordre d’exposition adopté
ici ne conviendrait pas & un exposé avec démonstrations).




