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BREVE ANALYSE DE MES PUBLICATIONS

Je les regrouperai, de facon un peu arbitraire, en quatre grandes rubriques :
équations aux dérivées partielles linéaires, géométrie différentielle et équations non
linéaires, singularités de fonctions et d’applications, enfin théorie algébrique des
équations différentielles.

1. Equations aux dérivées partielles linéaires.

Clest le sujet auquel sont consacrés ma thése, et les travaux qui lont suivie,
environ jusqu'en 1962. Mon point de départ a été la théorie des distributions de
L. Schwartz, qui donnait pour la premiére fois un cadre naturel pour leur étude;
en méme temps, la théorie de Cartan—-Oka des idéaux de fonctions analytiques,
interprétée en termes de d''~cohomologie, conduisait & un certain type de théorémes
- d’existence et d’approximation qu’il était naturel de chercher & étendre & d’autres
systémes différentiels linéaires. Le résultat le plus important que }’ai obtenu dans
cette direction est le suivant (1962, [2]):

Soient © un ouvert convexe de R™ , et D, ... , Dp des opérateurs différentiels
a coefficients constants; pour que le systéme D;f = ¢; , [g: € C=(Q)) , donnés]
ait une solution f € C®(Q) , il faut et il suffit que la condition suivante soit
satisfaite : si A; sont des opérateurs & coefficients constants vérifiant YAD; =0,
~ona JA;g; = 0. En d’autres termes, C*°(2) est un module injectif sur anneau
C[a;gl, - % . D’autre part, dans 'ensemble des solutions du systéme D, f=

-=Dpf =0, f € C®(Q) , les exponentielles—polynémes sont denses, ce qui
généralise un résultat élémentaire bien connu pour les équations différentielles
- “ordinaires”; dans le méme ordre d’idées, je signale aussi (1963, [1]), que, si Q est

- un ouvert d’holomorphiede C* , C*°(2) est un module injectif sur 0[52—1, ces %— .

Les démonstrations de ces résultats se font par dualité et transformation de Fournier,
ce qui les raméne & résoudre un probléme d’idéaux de fonctions analytiques du
type Cartan-Oka, mais avec des conditions de croissance A U'infini, ce qui, entre
parenthéses, relie ces questions d’une autre maniére & la geométrie analytique.
Mon travail sur ce sujet a été, je crois, le premier a donner un théoréme de
“d"-cohomologie & croissance”. Ce théoréme était limité & son ob jet. spécifique.
On sait que par la suite, L. Hormander, par d’autres méthodes, devait obtenir des -
- résultats quasi définitifs sur la d” ?—'cohomologie A croissance. '

Dans le cas d’une seule équation (ie. p = 1), le théoréme précédent signifie

- cecl : pour tout opérateur a coefficients constants D ., et tout ouvert convexe

QCR",onaDC®N) = C™(Q); ce résultat avait déjh été établi dans ma these
(1956, [2]); j'y examinais aussi dans quelle mesure ’hypothése de convexité de
§2 peut étre abandonnée; on trouve pour cela des “conditions de support”, plus
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ou moins inspirées des conditions de Cartan—Thullen de “convexité par rapport &
la famille des fonctions holomorphes”. Ces conditions de support peuvent aussi,
dans une certaine mesure, étre traduites en termes de conditions différentielles
sur Of : on trouvera dans (1962, [1]) le résultat dans une direction {dans la
direction opposée, il est dit & L. Hérmander). D’autre part, pour une équation
elliptique & coefficients constants, ou plus généralement & coefficients analytiques,
ces conditions de support sont toujours satisfaites; d’ot des théorémes d’existence
globaux ayant diverses applications (voir notamment 1955, [1] et [2] et 1957, [1]).
Ajoutons que, pour des systémes, i.e. p > 2, ces questions de conditions de support
et de convexité par rapport & un systéme différentiel restent encore aujourd’hui
trés obscures.

On peut envisager des généralisations des résultats précédents & des si-
tuations diverses : équations de convolution, équations aux dérivées partielles
coefficients variables, etc. . Dans cet ordre d’idées, signalons deux résultats :

a). — Le théoréme d’approximation par des exponentielles polynémes se
généralise & une équatjon de convolution p + f = 0 | y distribution & support
compact dans R" donnée f € C*°(R™) (thése, chap.2 et 1959, [1]). Ceci généralise
partiellement & plusieurs variables les résultats de Delsarte et Schwartz sur
les fonctions moyennes périodiques d’une variable.Plus récemment, Gurevich a
démontré que ce résultat ne s’étendait pas a un systéme quelconque d’équations
de convolution u;* f =0 .

b). — Pour une équation différentielle ordinaire, D , 4 coefficients analyti-
ques au voisinage de 0, et possédant éventuellement un point singulier 3 ’origine,
on a DD = Dy , Dy désignant 'espace des germes de distributions en 0. Le résul-
tat est évident en I’absence de points singuliers; dans le cas contraire, il s’obtient
en précisant la théorie classique des développements asymptotiques; ces questions,
ainsi que d’autres relatives aux points singuliers des équations différentielles ordi-
naires, sont examinées dans (1972, [2]).

‘Pour terminer cette rubrique, je mentionne encore un article (1959, [3]),
sur la propagation de la régularité des solutions des équations & coefficients
constants; c’est, je crois, un des premiers articles ol soient étudiées les relations
entre théorémes de régularité et théorémes d’existence; il est superflu d’insister -
sur les développements que ce genre de questions a connu depuis cette époque,

2. Géométrie différentielle et équations non linéaires.

Mon travail sur ces sujets date d’une période plus récente. J’ai donné (1968,
[2]) une démonstration du théoréme de Newlander-Nirenberg sur I'intégrabilité
~ des structures presque complexes qui est, je crois la plus simple de toutes celles
existant. Cette démonstration a aussi l'intérét de s'étendre naturellement aux
- pseudogroupes de Lie elliptiques; pour mener -3 bien cette extension, j'ai été
amené a reprendre les calculs de Spencér sur ces sujets, en essayant d’en donner
la. présentation la plus simple possible (voir 1969, [2], ou 1972, [1]). Dans ce
“méme article, on trouvera un théoréme qui assure sous des conditions formelles
assez générales, lexistence de solutions convergentes d'un systéme analytique



d’équations aux dérivées partielles; le résultat couvre le théoréme de Cartan—
Kahler, et il est aussi susceptible d’autres applications.

Dans un travail plus récent (1976, {1] et [2]), j’ai démontré que le théoréme de
Frobenius relatif aux systémes complétement intégrables de formes différentielles
reste vrai, dans le cas analytique, lorsque 'hypothése de rang constant est
remplacée par 'hypothese suivante : le lieu des points ol le rang n’est pas
maximum est de codimension > 3; en particulier, une forme holomorphe w qui
vérifie w A dw = 0 et dont le lieu des zéros est de codimension > 3 admet un
facteur intégrant. La démonstration de ce résultat fait intervenir notamment :

a). — Une amélioration du théoréme des voisinages privilégiés de Cartan—
Grauert-Douady. Cette amélioration s’est aussi révélée utile dans d’autres ques-
- tions (travaux de Boutet de Monvel, Pham et d’autres).

b). — Des calculs que j’avais été amené 4 faire pour étendre en codimension
> 2 la définition de Godbillon-Vey des classes exotiques des feuilletages. (A
I'époque, je n’avais pas publié ces calculs; une autre méthode, conduisant 3 la
méme extension du résultat de Godbillon—Vey a été publiée par Bott-Haefliger).

3. Singularités.

Mon premier résultat sur ce sujet peut s’énoncer aussi en termes d’équations
aux dérivées partIelles il afﬁl me en effet que espace &’ des distributions tempérées
est injectif sur C[:2 Ber' 0 Ba 52-1; en langage moins ésotérique, cela signifie que les
théorémes d’ ex13tence dont j’ai parlé plus haut pour C*(f2) sont encore vrais
pour &'; ici aussi, on opére par transformation de Fourier; on est alors ramené
au probléme de la division des distributions, c’est-a-dire , par dualité, & I’étude
des idéaux de fonctions C* engendrés par des polynémes (ou, plus généralement,
par des fonctions analytiques). En généralisant les méthodes de Hoérmander et
Lojasiewicz, qui avaient traité le cas d’un idéal principal, je démontre qu'un tel
idéal est toujours fermé, ou, ce qui revient au méme, que l'appartenance d’une

fonction & un tel idéal se lit sur ses séries de Taylor aux divers points (1960, [3]);
il suffit méme d’examiner les séries de Taylor en “suffisamment” de points (1970,
[1}). On déduit facilement de la que ’anneau des germes de fonctions C* en un
‘point est plat sur I'anneau des germes de fonctions analytiques —question posée
par J.P.Serre a propos des théorémes de dualité en géométrie analytique—. On en
tire aussi des renseignements sur les fonctions C* qui sont nulles sur un ensemble
analytique (1961, [2]).
Un peu plus tard, les mémes méthodes m’ont permis de démontrer le résultat
_connu sous le nom de “théoréme de préparation différentiable”, conjecturé par R.
© Thom (1963, [2]). Ce théoréme s’cst avéré par la suite &tre un résultat clef dans la
théorie des applications différentiables; en partlcuher il a été le pomt de depart '
" des travaux de J. Mather sur leur qtablhte
A une époque plus récente, je me suis intéressé aux singularités de fonctions
analytiques; les méthodes topologiques d’étude de telles singularités (fibration
-de Milnor, monodromle) ont une contrepartie analytique que l'on retrouve sous
des déguisements divers, par exemple : connexion de Gauss-Manin, polyndémes de



Bernstein-Sato, intégrales asymptotiques, etc. . Ces questions interviennent dans
des sujets variés (géométrie algébrique, analyse, théorie quantique des champs,. . .)-

Dans (1974, [2]), j'étudie la relation entre les intégrales asymptotiques
Je"fods , T — oo et la monodromie de [, supposée & singularités isolées.

Dans le méme ordre d’idées, j'ai été longtemps intrigué par la signification
géométrique du polynéme de Bernstein-Sato. Dans (1974, [3]) je détermine ce
polynéme pour une singularité isolée. Dans le cas général, aprés une série de
résultats partiels, j'ai obtenu dans (1983, [2]) une interprétation géométrique
satisfaisante en reliant ce polynéme au complexe des cycles évanescents de la
singularité, au sens de P. Deligne. Ce résultat est souvent cité; il est notamment
utilisé par M. Saito dans ses travaux sur les structures de Hodge.

4. Théorie algébrique des équations différentielles.

Des 1962, je m’étais rendu compte que certains problémes relatifs aux
équations aux dérivées partielles linéaires s’exprimaient naturellement en termes de
“ modules sur I’anneau des opérateurs différentiels ou, comme on dit aujourd’hui, de
D-modules; en témoignent notamment P'exposé (1962, [4]), ainsi qu’un cours fait
en 1966 sur la cohomologie de Spencer (ce cours n'existe qu’a 1’état rondotypé).
J’ai appris depuls que cette remarque était en fait bien plus ancienne, puisque
remontant a E. Ncether. Cependant, il fallut attendre le début des années 70,
et les travaux de J. Bernstein d'une part, Sato et ses éléves Kashiwara—Kawai
d’autre part, pour que cette idée aboutisse & des résultats substantiels; le plus
important est sans aucun doute I’extension & n variables de la théorie des équations
a singularité réguliére, due & Deligne, Kashiwara et Mebkhout.

Tous mes travaux depuis une dizaine d’années peuvent étre rattachés a ce
courant d'idées, & commencer par ceux dont je parlais & la fin du paragraphe
précédent. Les autres peuvent en gros se diviser en deux catégories :

a). — Des résultats de caractére général, parmi lesquels je citerai
’ — Une démonstration trés simple de “l’mvolutlwte des caractéristiques”
(1978, [2]);

— Un théoréme de Riemann—Roch pour les D—rnodules ou plus exactement
une formule qui raméne un tel théoréme au théoréme de Riemann-Roch “habituel”
(1983, [3]); ' '

— Des travaux sur la transformation de Fourier-Laplace dans le domaine
complexe, et son action sur les équations aux dérivées partielles & coefficients

polynomiaux; une partie de ces travaux a été faite en collaboration avec J.L.
._Brylmskz et J.L. Verdier (1983, [4]), (1986, {1]), (1988, [1]).

b). — Des travaux sur les équations différentielles ordmalres, et leurs
points singuliers. _ 7 . '
Dans (1971, {1}}, je remarque que “I'indice formel” et “I'indice analytique”

_ d’un opérateur différentiel linéaire en un point singulier coincident si et seulement si
la singularité est réguliére. Cette remarque trés simple ne semble pas avoir été faite

~ auparavant; elle a conduit & toute une série de développements. Dans (1977, [2]), en
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m'’inspirant des idées de Sibuya, j'en donne une version cohomologique fondée sur
'étude des solutions décroissantes dans des secteurs. Cette construction joue un
réle important dans une version, due a Deligne, de la “classification géométrique”
des singularités irréguliéres; voir a ce propos (1982, [2]). A I'heure actuelle, ce
courant d'idées, trés actif, reste I'un de mes principaux sujets de réflexions.
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