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JEAN-MICHEL BISMUT

Dans mon travail de mathématicien, j’ai abordé sept domaines :
1) L’optimisation stochastique.
Le calcul de Malliavin et la mécanique aléatoire.

Le théoreme de I'indice.

Les déformations hypoelliptiques du laplacien.

(
(2)
(3)
(4) Les invariants 7, et la torsion analytique de Ray-Singer réelle ou complexe.
(5)
(6) La formule des traces.

(

7) La cohomologie de Bott-Chern et le théoreme de Riemann-Roch.

Avant de décrire ces travaux de maniere plus précise, je dirai que la théorie des
probabilités et le calcul des variations y jouent un role essentiel. Mes travaux en
théorie de I'indice montrent I'importance d’un formalisme de type cohomologique
dans l'intégrale fonctionnelle.

En réalité, j’estime n’avoir travaillé que sur un seul et méme sujet, dont I'unité
ne m’est apparue que progressivement. Le fait que les équations que j’utilise pour
décrire quelques aspects de la formule des traces soient essentiellement les mémes
que celles que j’avais dégagées quand je travaillais sur le principe du maximum
stochastique ne doit rien au hasard, mais plutét a la nécessité. Seul les sépare un
certain labeur.

Dans cette notice, je ne passe en revue que quelques travaux, renvoyant a la
bibliographie complete pour plus de détails.

1. TRAVAUX D’OPTIMISATION STOCHASTIQUE

Dans des travaux contenus dans ma these, j’établis un principe du maximum pour
des équations différentielles stochastiques. Rappelons en effet que si on contréle une
équation différentielle ordinaire du type @; = f (¢, ¢, us) en rendant extrémale une
fonctionnelle du type fOT L (t,z,ut) dt, sous des hypotheses adéquates, le principe
de Pontryagin nous permet de construire un Hamiltonien H (¢, z, p). L’extrémalisation
de la fonctionnelle considérée conduit alors soit a des équations d’Euler-Lagrange,
soit & des équations de Hamilton.

Dans [3, 15, 20], j’al obtenu un principe de Pontryagin pour des équations
différentielles stochastiques de It6 du type

(1) dry = [ (t,xe,ug) dt—|—Zoi (t, 24, up) Sw?,
1

quand on veut rendre extrémale une fonctionnelle du type E fOT L (t, x4, us) dt. Les

équations de Hamilton sont maintenant remplacées par des équations différentielles

stochastiques. J’ai appliqué ce type de résultats soit a des équations différentielles
1
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stochastiques linéaires avec critére quadratique dans [6, 13], soit & des systémes
stochastiques contraints [4]. J’ai également donné des applications du principe du
maximum en économie mathématique [5]. L’idée qu’on peut déformer un processus
stochastique se retrouve dans ’ensemble de mes travaux ultérieurs, qu’ils soient
consacrés a la mécanique aléatoire, au calcul de Malliavin, au théoréeme de I'indice
ou au Théoreme de Riemann-Roch.

Une autre série de travaux a été consacrée a des problemes variationnels sur
des processus de Markov. Ceci a donné lieu au travail [7] consacré au controle des
diffusions markoviennes (ol on contrdle la < dérive » du processus). La référence
[14] représente une syntheése des deux points de vue. J'ai également étendu les
méthodes précédentes & des processus plus généraux, comportant des sauts [12].

Les techniques de controle des mesures de probabilité associées a divers processus
de Markov m’ont alors amené a considérer d’autres problémes ot on extrémalise une
fonctionnelle sur un ensemble non trivial de mesures . Il s’agit essentiellement des
problémes d’arrét optimal. Dans une série de travaux menés en partie avec Skalli [3],
[9], [10], [L1], [91], [16], [17], [18], [19], [21] motivés en partie par la caractérisation
par Rost des mesures associées a des temps d’arrét a ’aide des fonctions exces-
sives du processus de Markov considéré, j’ai étudié de questions d’arrét optimal
de processus de Markov, d’arrét optimal avec controle, de jeux a somme nulle avec
arrét optimal, de controle de processus alternants, avec une fonctionnelle dépendant
du nombre et de la position des transitions. Dans ces problemes, j’ai de nouveau
mis en ceuvre des techniques d’optimisation convexe, en définissant un probleme
dual du probleme initial, et en reliant les deux problémes duaux par des conditions
d’extrémalité classique

2. CALCUL DE MALLIAVIN ET MECANIQUE ALEATOIRE

Malliavin avait introduit la notion de flot d’'une équation différentielle stochas-
tique, et développé un calcul différentiel sur I’espace de Wiener, qui appliqué aux
équations différentielles stochastiques, permettait de démontrer des résultats d’ana-
lyse du semi-groupe de la chaleur d’une diffusion a ’aide de I’équation différentielle
stochastique correspondante.

Dans [23, 24], j’al montré que la formule d’intégration par parties de Malliavin
pouvait étre considérée comme une conséquence de la formule de Girsanov, reliée
a la formule de représentation d’Haussman des variables aléatoires du mouvement
brownien comme intégrales stochastiques. Dans un travail mené avec D. Michel
[36, 87], nous avons appliqué le calcul de Malliavin & des problemes de filtrage.
Dans [22], j’ai démontré une formule de It6 pour 'image d’une diffusion par un flot
stochastique sur R™. Je démontre en particulier que le flot est effectivement un flot
de difféomorphismes de R".

Le livre [26] est consacré & I'étude précise du calcul différentiel associé a des flots
stochastiques. On développe une théorie de cycles aléatoires associés a des équations
différentielles stochastiques, et on integre des formes différentielles sur ces cycles. On
introduit I’idée que les équations de Hamilton associées a un probléme variationnel
classiques peuvent étre convenablement perturbées par un mouvement brownien,
idée que je reprendrai dans mes travaux sur le laplacien hypoelliptique [19].

Dans [29], je développe un calcul des variations stochastiques pour les processus
de sauts. Dans [30, 32], je montre comment la théorie des excursions browniennes
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permet d’utiliser les propriétés d’invariance du mouvement brownien par change-
ment de temps pour obtenir des formules naturelles d’intégration par partie sur des
processus de sauts.

Dans [31], je montre que le calcul de Malliavin posséde une version déterministe.
Je démontre une formule d’intégration par parties sur le mouvement brownien d’une
variété Riemannienne. Une autre propriété d’invariance du mouvement brownien
par action du groupe orthogonal local y est utilisée, qui explique ’apparition du
tenseur de Ricci dans la formule. On obtient le développement asymptotique du
noyau de la chaleur par utilisation de I’équation différentielle stochastique sous-
jacente.

Dans [35], Pétude des problemes avec conditions limites conduit & I'étude d’une
décomposition des trajectoires browniennes jusqu’a un temps dont la loi est la me-
sure de Lebesgue. On donne aussi une décomposition correspondante des excursions
browniennes, étroitement reliée a la décomposition de Williams.

3. LE THEOREME DE L’INDICE

Lors d’une conférence en ’honneur de Laurent Schwartz en 1983, M.F. Atiyah
fit un exposé consacré aux travaux de Witten sur le théoreme de 'indice. Witten
montrait en effet que formellement, la formule de McKean-Singer pour I'indice d’un
opérateur de Dirac agissant sur les spineurs d’une variété riemannienne X peut
s’écrire sous la forme d’une intégrale fonctionnelle ‘supersymétrique’ sur ’espace
des lacets LX. De maniere équivalente, on integre sur 1’espace des lacets une forme
différentielle fermée pour 'opérateur d+ig, ou K est le vecteur vitesse engendrant
l'action naturelle de S* sur LX. Un argument algébrique de localisation montre
que cette intégrale doit se localiser sur X C LX vu comme la variété des zéros de
K. L’application de cette formule conduit directement et sans analyse a la ‘preuve’
du théoreme de 'indice.

Cet exposé m’a conduit a donner une preuve probabiliste du théoreme de 'indice
et des formules de point fixe de Lefschetz [27, 28]. Le genre A est obtenu A laide
de la formule d’aide de Paul Lévy.

L’exposé d’Atiyah m’avait particulierement perturbé, car il montrait qu’était a
I'ceuvre dans 'intégrale fonctionnelle brownienne un mécanisme algébrique, invi-
sible pour un probabiliste. Dans [33], j’al montré que les considérations d’Atiyah
et Witten s’appliquent a tous les opérateurs de Dirac. On construit en particulier
un relevement naturel de la forme sur X pour le caractere de Chern en une forme
équivariante sur LX. J’élabore un dictionnaire de plus en plus précis permettant
de passer du formalisme des opérateurs a I'intégration de formes différentielles sur
I’espace des lacets.

Apres avoir cherché a étendre les preuves connues des formules de localisation
a LX, je montre dans [37] que la preuve du théoréme de I'indice par 1’équation
de la chaleur peut étre considérée comme l’application & LX d’une preuve exis-
tant universellement pour les formules de localisation. Je montre en particulier que
le mécanisme des fantastic cancellations de McKean-Singer n’est pas un miracle
lié particulierement au théoreme de 'indice, mais existe en tant que phénomene
universel pour toutes les formules de localisation.

La compréhension du mécanisme de localisation me conduit & donner dans [34]
une preuve par ’équation de la chaleur de formules de Lefschetz délocalisées, a
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la Kirillov. Je lis un article de Quillen, ou il propose une nouvelle théorie des su-
perconnexions, unifiant algébriquement le formalisme de la théorie de Chern-Weil
et le formalisme du théoréeme de l'indice. Quillen indique que ce formalisme de-
vrait conduire & une preuve du théoreme de I'indice des familles par ’équation de
la chaleur. Or le résultat de [34] est précisément une telle preuve dans le contexte
équivariant. Dans [36], je donne une preuve par 1’équation de la chaleur du théoreme
de l'indice des familles, par I'introduction de la superconnexion de Levi-Civita na-
turellement associée a une fibration.

Le formalisme des superconnexions se préte naturellement au calcul de formes de
transgression. J’assiste a un exposé de Quillen ou il propose un lien entre théoréeme
de l'indice des familles et sa démonstration d’un théoréeme de courbure pour le fibré
déterminant d’une famille de connexions sur un fibré au dessus d’une surface de
Riemann fixe. Avec Freed [68, (9], nous donnons une construction par transgres-
sion d’une métrique et d’une connexion unitaires sur le fibré déterminant d’une
famille d’opérateurs de Dirac, et nous donnons un théoréme de courbure local pour
cette connexion. La superconnexion de Levi-Civita joue un role essentiel dans la
construction. Nous lions 1’holomorphie en 0 de la fonction 1 d’un opérateur de
Dirac au mécanisme des fantastic cancellations. Nous montrons un théoreme d’ho-
lonomie conjecturé par Witten, qui indique que I’holonomie de la connexion décrite
précédemment au dessus d’un lacet de la base est la limite adiabatique des inva-
riants 1 du cylindre construit au dessus de ce lacet.

Dans [39], je relie la superconnexion de Levi-Civita & mes résultats antérieurs
sur le filtrage. Dans [38], je donne une preuve par 1’équation de la chaleur des
inégalités de Demailly. L’intérét de cette preuve est qu’elle est parallele a la preuve
du théoréme de I'indice, et que la formule de Paul Lévy y joue encore un réle crucial.
Naturellement, ce n’est pas un hasard.

4. INVARIANTS 17 ET TORSION ANALYTIQUE DE RAY-SINGER

Avec Cheeger [63], j’étudie la limite adiabatique des invariants n des variétés
fibrées. Nous construisons les formes de transgression 7 dans le formalisme du
théoréme local d’indice des familles. Dans [67], nous appliquons ce résultat pour
donner une nouvelle démonstration de la conjecture de Hirzebruch sur la signature
des variétés modulaires de Hilbert, qui avait été démontrée par Atiyah-Donnelly-
Singer.

Dans une série d’articles avec Gillet et Soulé [70, 71, 72], nous démontrons en par-
ticulier un théoreme de courbure pour la métrique de Quillen sur le déterminant de
I'image directe d’un fibré holomorphe. Nous y intégrons le formalisme de la double
transgression de Bott et Chern. Le résultat principal est obtenu par la vérification
de la compatibilité des constructions de [68, 69] & la géométrie complexe, et aussi
par la démonstration de formules d’anomalie étendant les formules de Polyakov.

L’objectif de Gillet et Soulé est de démontrer un théoreme arithmétique en
géométrie d’Arakelov, en suivant la voie ouverte par Grothendieck, c’est a dire
en utilisant des propriétés de fonctorialité.

Je m’intéresse de tres pres au probleme de la fonctorialité par immersion des
métriques de Quillen, d’autant plus que 'intégrale fonctionnelle révele I'importance
du role de 'immersion de X dans LX.
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Avec Vasserot [92], répondant & une question de Miyaoka, j’étudie ’asymptotique
de la torsion analytique holomorphe des puissances d’un fibré en droites positif, par
les méthodes utilisées dans [38] pour la preuve des inégalités de Demailly.

Dans [41], j’applique le formalisme des superconnexions au probléeme d’immer-
sion, et démontre la convergence de formes de superconnexion en tant que courants.
Dans [73, 74], Gillet, Soulé et moi-méme construisons des courants de Bott-Chern
associés a des plongements complexes, et nous montrons leur fonctorialité.

L’intégrale fonctionnelle m’indique que la torsion analytique holomorphe s’écrit
formellement comme lintégrale d’'un courant de Bott-Chern sur lespace des la-
cets. L’étude du comportement de la métrique de Quillen par immersion peut s’in-
terpréter géométriquement sur I’espace des lacets comme un probléeme d’intersection
avec exces. Naturellement il s’agit la de considérations formelles, dont seules des
preuves rigoureuses confirment a posteriori la vérité.

Dans [40], j’accomplis une étape que je crois décisive pour établir la formule
d’immersion. Gillet et Soulé avaient en effet conjecturé 'apparition de leur genre
R(x), dont le développement fait apparaitre des dérivées de la fonction zéta de
Riemann aux entiers négatifs impairs. La formule d’immersion devait elle-méme
contenir ce genre R. Or le schéma de preuve que j’élabore pour calculer la for-
mule fait apparaitre des classes caractéristiques exotiques, qui expriment l’excés
dans une formule d’intersection en dimension infinie. Dans [10], le calcul est mené
rigoureusement et fait effectivement apparaitre de genre R.

Avec Bost [62], j’étudie le comportement de la métrique de Quillen associée &
une surface de Riemann, lorsque celle-ci dégénere avec des singularités ordinaires.
Je reprendrai cette question dans [17] en dimension relative arbitraire.

Avec Cheeger [64, 65, 66], nous démontrons un théoréme de l'indice des familles
a une famille de variétés a bord. La contribution du bord a la formule d’indice fait
apparaitre les formes 77 décrites précédemment.

Dans [80], un travail de longue haleine mené avec Lebeau nous conduit a la
démonstration de la formule d’immersion révée pour les métriques de Quillen. Bien
que le plan général de la démonstration soit simple, sa mise en ceuvre est technique-
ment difficile, et requiert de méler a la fois des techniques d’analyse fonctionnelle,
et des méthodes de théorie de l'indice local. Les objets locaux construits dans
[10, 73, 71] apparaissent effectivement dans la démonstration, dans une formule
exprimant des objets secondaires globaux a l’aide d’objets secondaires locaux. Ce
résultat permet a Gillet et Soulé d’achever leur démonstration d’un théoreme de
Riemann-Roch-Grothendieck en géométrie d’Arakelov.

Avec Kéhler [78], je m’attaque ensuite & la démonstration de formules d’anomalie
pour les formes de torsion analytique holomorphe.

Dans [42], je montre une formule d’excés en K-théorie pour des courants de
Bott-Chern. Dans [13], je montre une autre formule d’exces pour des courants de
Bott-Chern, qui appliquée en dimension infinie, redonne formellement le résultat
démontré avec Lebeau sur le comportement de la métrique de Quillen par immer-
sion. Ce texte donne quelques clés sur le travail préparatoire ayant mené a un
schéma de démonstration de la formule d’immersion.

Avec Zhang [93], nous donnons une extension du théoréme de Cheeger-Miiller,
en utilisant la technique de déformation du complexe de de Rham suggérée par
Witten. Nous utilisons pour cela des résultats de Helffer-Sjostrand et Laudenbach.
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Dans [95], nous étendons ces résultats dans un contexte équivariant. Avec Zhang
[94], nous étudions le comportement de l'invariant n par immersion.

Avec Berthomieu [2], nous montrons une formule de compatibilité des formes
de torsion analytique a la composition de deux submersions quand la base de la
seconde submersion est un point. La démonstration met en ocuvre des techniques
de limite adiabatique, le théoréeme d’indice local, et des méthodes inspirées de Dai
et Melrose.

Dans [44, 45], j’étends les résultats obtenus pour les immersions en situation
équivariante. J’obtiens ainsi 'extension équivariante du genre R, et la formule d’im-
mersion correspondante pour le déterminant.

Dans [82], avec Lott, je démontre un théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck
pour les images directes par submersion de fibrés plats. La preuve utilise le forma-
lisme des superconnexions. Dans [33], Lott et moi-méme appliquons ce résultat au
cas de SL (n,Z) fibrés.

Dans [16], je démontre la compatibilité des formes de torsion analytique & la
composition d’une immersion et d’une submersion générale.

Dans un travail avec Labourie [79], nous donnons une preuve des formules de
Verlinde par application de la formule de Riemann-Roch-Kawasaki a 1’espace des
modules des fibrés plats sur une surface de Riemann.

Avec Goette [75], je montre la compatibilité de deux versions de la torsion ana-
lytique équivariante holomorphe. Ce résultat confirme le principe suivant lequel
la torsion holomorphe est 'intégrale sur ’espace des lacets d’un courant existant
universellement, méme en dimension finie. La formule obtenue n’est que la mani-
festation d’un principe de fonctorialité pour ces courants.

Avec Goette [70], nous étendons les résultats obtenus avec Zhang aux formes de
torsion analytique de de Rham. On montre en particulier des résultats de rigidité
des formes de torsion analytique. On calcule ces formes explicitement sous une
hypothese tres forte d’existence d’une fonction de Morse dans les fibres.

Avec Goette, dans [77], nous obtenons un résultat de comparaison de deux ver-
sions des formes de torsion en théorie de de Rham. Le formalisme cohomologique
sur ’espace des lacets est beaucoup moins clair. On obtient une formule exprimant
la différence entre les objets a 1’aide d’un nouvel objet, le V-invariant. La torsion
analytique de de Rham est-elle méme formellement le V-invariant de ’espace des la-
cets. Le V-invariant se localise naturellement sur les points critiques d’une fonction
de Morse-Bott.

Dans [18], je montre que les formes de torsion équivariante holomorphe du com-
plexe de de Rham sont nulles. Ce résultat est obtenu par comparaison de ces formes
aux formes que j’avais construites avec Lott en théorie de de Rham. La torsion est en
effet un terme peu explicite apparaissant dans la formule de points fixes de Kohler-
Rossler en géométrie d’Arakelov. Le fait que cette torsion soit nulle est intéressant
et a été exploité par Maillot et Rossler.

5. THEORIE DE HODGE ET LAPLACIEN HYPOELLIPTIQUE

Si on admet le paradigme décrit précédemment, la torsion analytique de de Rham
devrait se localiser naturellement sur les points critiques de toute fonctionnelle na-
turelle sur 'espace des lacets, comme la fonctionnelle d’énergie. Ces considérations
sont le point de départ de [49], ol je construis une déformation du laplacien de
Hodge d’une variété riemannienne X, en une famille de laplaciens hypoelliptiques
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sur I’espace total X'* du fibré cotangent 7T X, qui interpole entre le laplacien usuel
et le générateur du flot géodésique. Le laplacien hypoelliptique est essentiellement
une somme pondérée de l'oscillateur harmonique de la fibre et du générateur du
flot géodésique sur X'*. Les équations de mécanique aléatoire dégagées dans [3, 25]
réapparaissent ici dans un contexte géométrique.

Dans un travail mené avec Lebeau [31], nous démontrons une série de résultats
d’analyse sur le laplacien hypoelliptique. Un calcul pseudodifférentiel adéquat y
est développé, qui permet en particulier de montrer en un sens tres précis que
le laplacien hypoelliptique est bien une déformation du laplacien de Hodge usuel.
Nous vérifions en particulier que la torsion analytique du laplacien hypoelliptique
est égale a la torsion analytique du laplacien elliptique.

Dans [50], nous relions la construction du laplacien hypoelliptique en théorie
de de Rham au théoreme de Chern-Gauss-Bonnet. Dans l'article [53], nous don-
nons plusieurs motivations heuristiques qui toutes aboutissent a la construction du
laplacien hypoelliptique de [49].

Dans larticle [51], nous montrons que tout opérateur de Dirac sur une variété
compacte X possede une déformation hypoelliptique agissant sur l’espace total X’
du fibré tangent T X. Cette déformation est de nature différente de celle qui a été
traitée en [19], bien qu’au niveau symbolique, elle soit de méme nature. Pour les
variétés complexes kahlériennes, elle permet d’obtenir une déformation du laplacien
de Hodge associé au complexe de Dolbeault. Dans ce cas, la déformation hypoellip-
tique fait intervenir le complexe de Koszul de la fibre T X. Nous relions la métrique
de Quillen hypoelliptique a la métrique de Quillen elliptique par une formule ou
intervient le genre R de Gillet-Soulé.

Dans [54], nous donnons une présentation synthétique de la construction du
laplacien hypoelliptique en théorie de de Rham, et aussi pour l'opérateur de Dirac.

6. LAPLACIEN HYPOELLIPTIQUE ET FORMULE DE TRACES

Dans [52], nous amorgons ’application de la théorie du laplacien hypoelliptique
aux espaces symétriques. Cet article est en effet consacré a une nouvelle dérivation
de la formule de Poisson pour le noyau de la chaleur sur un groupe de Lie com-
pact a I'aide d’un laplacien hypoelliptique. L’opérateur de Dirac de Kostant joue
un roéle clef dans la construction du laplacien hypoelliptique adapté a la situa-
tion considérée. Cet opérateur n’est pas un cas particulier des opérateurs décrits
précédemment. Cette construction a deux motivations. Il s’agit tout d’abord d’exhi-
ber le lien entre le noyau de la chaleur sur le groupe et la cohomologie équivariante
de son espace de lacets, la déformation hypoelliptique réalisant explicitement la
preuve de la formule de localisation correspondante. Il s’agit aussi de mettre a
I’épreuve les méthodes que nous comptons appliquer ultérieurement aux espaces
symétriques de type non compact.

Dans [55, 57], nous réalisons le programme décrit précédemment. Soit en effet
G un groupe réductif d’algebre de Lie g, soit K C G un compact maximal, et soit
X = G/K lespace symétrique correspondant. Soit v € G un élément semisimple,
et soit p : K — Aut(E) une représentation unitaire de K, de telle sorte que E
descend en un fibré Hermitien F' sur X. Dans [55, 57], on donne une formule ex-
plicite pour l'intégrale orbitale associée a exp (tAX /2), ot —AX est I'action du
Casimir sur C* (X, F'). Plus généralement, si 4 : R — R est une fonction paire &
décroissance rapide dont la transformée de Fourier est & support compact, on obtient
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une formule correspondante pour I'intégrale orbitale associée a (\/ —AX + c). On

utilise encore l'opérateur de Dirac de Kostant. Le laplacien hypoelliptique agit ici
sur G xg g ~ X X g. Les démonstrations utilisent de maniere essentielle des tech-
niques probabilistes issues du calcul de Malliavin, et également une application
systématique du théoreme de Toponogov, de maniere a controler quantitativement
la convergence de la diffusion hypoelliptique vers le flot géodésique, quand le pa-
rametre b de déformation hypoelliptique tend vers 4+oc. Les formules de [57] res-
semblent, au moins formellement, aux formules d’indice d’Atiyah-Singer. Le réle du
ﬁ—genre est rempli ici par une fonction J, (Yok ) définie sur la partie compacte € (y)
de T'algebre de Lie 3 () du centralisateur Z (7).

Dans [56, 59], nous présentons 'ensemble des idées qui relient indice, intégration
sur I'espace des lacets, formules de localisation, et laplacien hypoelliptique. Ces deux
articles donnent une approche non technique des idées décrites précédemment.

Des travaux de Bergeron et Venkatesh [I] d’une part, de Miiller [98] d’autre
part, ont montré I'intérét de 1’étude de 'asymptotique de la torsion analytique
en théorie de de Rham, soit lorsqu’on monte dans la tour des revétements de la
variété considérée, soit lorsqu’on fait croitre le fibré plat vers <« I'infini > de maniere
convenable. Avec Ma et Zhang [34, 85], nous donnons un calcul de ’asymptotique
de la torsion analytique d’une variété compacte, lorsque les fibrés plats sont des
images directes holomomorphes F}, des puissances L” d’un fibré en droites positif L
le long des fibres complexes d’une fibration plate au dessus de la variété considérée.
Sous une hypothese forte de non platitude d’'une métrique, on calcule la torsion
asymptotique. Quand la variété est un espace localement symétrique, on retrouve
ces résultats en utilisant les formules de trace de [57].

Dans [(1], nous appliquons les méthodes du laplacien hypoelliptique pour obtenir
a nouveau des résultats de Moscovici et Stanton [97] sur le calcul des invariants éta
d’opérateurs de Dirac sur les espaces localement symétriques. Une telle extension
n’allait pas de soi. Dans [57], nous n’avions en effet traité que les intégrales orbi-
tales associées a I'opérateur de Casimir. Ici, il s’agit de faire intervenir ’opérateur
de Dirac classique, dont le carré coincide avec le Casimir a un opérateur constant
pres. Pour résoudre cette difficulté, le formalisme des superconnexions de Quillen
s’applique a nouveau. Nous avions en effet montré que 'invariant éta s’écrit natu-
rellement comme une transgression dans le formalisme des superconnexions. Dans
le contexte de la formule des traces, ce formalisme peut a nouveau étre utilisé, mais
avec une signification différente. La déformation hypoelliptique a maintenant deux
parametres, le parametre b > 0 originel, et le parametre ¥ qui exprime une rotation
dans l'algebre de Clifford.

Dans un article avec Shen [38, 89], nous étendons les formules de [57] & tous les
noyaux naturels sur un espace symétrique associés au centre de l’algebre envelop-
pante. Nos résultats prennent comme point de départ les formules de [57] ou seul

apparait le Casimir. On utilise des méthodes de déformation inspirées d’Harish-
Chandra pour évaluer les intégrales orbitales semisimples quand + est régulier, puis
des arguments de limite quand ~ est semi-simple sans étre nécessairement régulier.
Les symétries cachées de la fonction J, (Y{)) interviennent dans les preuves.

7. COHOMOLOGIE DE BOTT-CHERN ET THEOREME DE RIEMANN-ROCH

Soit m : M — S une projection holomorphe propre, soit F' un fibré holomorphe
sur M et soit R'm.F sont image directe, qu’on suppose localement libre. Soit
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H](;C) (S,C) la cohomologie de Bott-Chern de S, qui est le quotient de l'espace
des formes fermées qui sont somme de formes de type (p,p) par I'image de 90.
Dans [58, 60], nous démontrons le théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck at-

tendu dans H](;J) (S, C), sans aucune autre hypotheése. Dans le cas ou les variétés
sont projectives, ou méme kahlériennes, ce résultat était déja connu. Dans le cas
général, les preuves analytiques traditionnelles échouent pour des raisons fondamen-
tales. Plus précisément, en général, les < annulations extraordinaires > que nous
avions utilisées avec Gillet et Soulé dans [70, 71] ne se produisent plus. Bien plus
la déformation hypoelliptique du complexe de Dolbeault-Hodge que nous avions
introduite dans [51] ne permet pas d’obtenir le résultat. Dans [58, 60], on construit
une déformation hypoelliptique exotique de la théorie de Hodge pour le complexe de
Dolbeault. Dans le laplacien hypoelliptique correspondant, le potentiel quadratique
traditionnel associé a 'oscillateur harmonique de la fibre est remplacé par une po-
tentiel d’ordre 4. Pour ce nouveau laplacien, on peut montrer que les « annulations
extraordinaires > se produisent encore, ce qui permet d’obtenir le résultat.

Dans un travail avec Shen et Wei [90], nous levons les restrictions imposées par
les résultats de [60]. L’article [90] contient deux progres significatifs.

(1) Le premier est la construction d’un caractére de Chern défini sur K. (X),
le groupe de Grothendieck des faisceaux cohérents sur X & valeurs dans
H1(3:c) (X,R). On utilise une équivalence de catégories démontrée par Block
entre la catégorie dérivée DP=n (X), et la catégorie des superconnexions ho-
lomorphes. On peut alors développer une théorie de Chern-Weil pour les su-
perconnexions de Block, et obtenir un caractere de Chern pour les faisceaux
cohérents.

(2) La démonstration du théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck pour les su-
perconnexions antiholomophes. Pour les immersions, on utilise la déformation
au cone normal, pour les submersions, on utilise les méthodes de [60].
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