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Sur Cari LudwigSiegel

Associéétranger

par M. JEANDIEUDONNÉ(*)

Cari LudwigSiegelest l'un desmathématicienslesplus éminentsdu xxe siècle.Il est né

à Berlinle 31 décembre1896;son père était employédes Postes.Il commençases études

supérieuresde 1915à 1917à l'Universitéde Berlin,où il suivit entre autres un cours de

Frobeniusqui luifit connaîtrela Théoriedesnombres.Mobiliséen 1917,il neput s'adapter
à la viemilitaireet dut être réformépour troublesmentaux.Il ne reprit ses études qu'en

1919-1920à l'Universitéde Gôttingen,où il passa sa thèseet son « Habilitation» sousla

direction de E. Landau, un des spécialistesles plus estimés de théorie analytique des

nombres.Il a été professeurà l'Universitéde Francfort de 1922à 1937,et à l'Université

de Gôttingende 1938à 1940.Invité en 1940à faire des conférencesau Danemark et en

Norvège,il en profita pour quitter la Norvègequelquesjours avant l'invasionallemande

et chercherrefugeaux États-Unispour échapperau régimenazi qu'il exécrait.Il avaitdéjà
été invité à Princeton pour une année en 1935; il y travailla à l'Institute for Advanced

Studyde 1940à 1951et y fut nomméprofesseurpermanenten 1946.En 1951,il reprit sa

chaireà Gôttingen,où il a résidéjusqu'à sa mort le 4 avril 1981.

La renomméeuniversellede Siegelest surtoutdue à sestravauxde Théoriedesnombres,
où il s'inscritdans la grande lignéequi commenceavecFermat et sepoursuit avecEuler,

Lagrange,Gauss et les brillantesécolesallemandeet françaisedu xrxesiècle.Mais on lui

doit aussid'importantsrésultatsen théoriedesfonctionsde plusieursvariablescomplexes
et en mécaniquecéleste; il est d'ailleurs frappant que tous sesmémoiresde Théorie des

nombresreposentsurun maniementde l'Analysemathématiqued'une profondeuret d'une

virtuosité incomparables. Ses démonstrations se caractérisent par une puissance

impressionnante: une fois en possessiond'une idée, Siegella développejusqu'au bout,

quel que soit le maquis de formulesou de difficultéstechniquesqu'il rencontre sur son

chemin.De ce fait, un mémoirede Siegelest difficilementaméliorablepar la méthode

mêmede Siegel(ce qui expliquequ'il ait eu peu d'élèvesdirects); pour aller plus loin, il

faut procéderautrement.Il sedégageausside son oeuvreun souciconstant de perfection:

tous lesénoncésarithmétiquessont poussésjusqu'à leursconclusionsnumériques,avecde

nombreux exemples qui les vérifient. Le nombre d'erreurs (soit de calcul, soit de

démonstration)est remarquablementfaible; utiliserdes formulesde Siegelest un plaisir :

on sait qu'ellessont vraies. Il s'attachait à cette perfection(un peu décourageantepour
ceuxqui auraient voulu le suivre)jusque dans ses cours, qu'il faisait sansune note ni une

hésitation,écrivant au tableau de son écritureparfaitementrégulièredes formulesd'une

effroyablecomplexitésans la moindreerreur.

(*)NotreconfrèreJ.-P.Serrem'aapportéuneaideprécieusedansladescriptionetl'évaluationdestravaux
deSiegel.
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Ayant voué toute sa vie à la recherchemathématique (il ne s'était jamais marié), il

n'avait cependantriend'un ascèteet aimaitvoyager;il a, par exemple,donnéde nombreux

cours au Tata Institutede Bombay.Il souffraitdifficilementlamédiocrité,et sesjugements
sur les autres mathématiciens,qu'il exprimaitparfois avec un humour féroce,n'étaient

souventpas très charitables.Il n'a cesséde travaillertant que sa santé le lui a permis,et

il a joui d'une longévitéscientifiqueexceptionnelle,ayant encorepubliéentre 70 et 80 ans

toute une séried'importants mémoiresqui ont été réunisen un volumesupplémentairede

sesoeuvres.

La thèse de Siegel(1920)sort déjà tout à fait de l'ordinaire,et a été un jalon important
dans la théorie des approximationsdiophantiennes.Liouvilleavait le premier remarqué

que les nombres algébriquesde degré > 1 ont une « mauvaise» approximationpar des

nombresrationnels : si \ est algébriquede degrén> 1, il y a une constanteC(i;) telle que,

pour tout nombrerationnel irréductiblep/q, on ait :

La démonstrationde cerésultat est immédiate.C'est seulementen 1908,par une méthode

beaucoup plus élaborée, que A. Thue put améliorer ce théorème en prouvant que

l'inégalité:

(pour un E>0 quelconque)n'est possibleque pour un nombrefini de valeursdep/q. C'est

ce résultat que Siegelaméliora encore de façon significativeen montrant que la même

conclusionest valablepour l'inégalité:

Sa démonstration,extrêmementingénieuse,procèdecommecellede Thuepar l'absurde.

En fait, il considèreau lieu de (3) l'inégalitéanalogueoù 2-Jn est remplacépar :

où s est un entier quelconquetel que O^sgn—1. L'hypothèseque l'inégalité :

a une infinité de solutions permet d'en considérer deux, P1/qi et P2/q2, où q1 et

r= [logq2/logqi] sont arbitrairementgrands. Le point essentielde la preuve consiste à

montrer l'existenced'une constante C ne dépendant que de i; telle qu'il existeun entier

p<(r/l6n) + n2pour lequelun des deux nombres :
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est 2:1 (avec m= [((n+ (l/16n))/(s-i-l)—l)r]). Pour cela, Siegelconstruit (ce qui est la

difficultéde la preuve) une famillede polynômesRp(x,y) (pour toute valeur de l'entier

p<r) à coefficientsentiers ^C'r (où C ne dépend que de Q, de degrésm+r —p en x, s

en y, et prouve (par la méthodedes tiroirs de Dirichlet)qu'il y a une valeur de p pour

laquelle:

1° le nombre :

est ^0, donc de valeur absolue 2:1 puisquec'est un entier;

2° on a :

où C"ne dépendque de t,. L'une des relationsEx>:1, E2>:1 en découle.

D'autre part, on montre aisémentque :

et l'hypothèseque P1/q1et p2/q2vérifienttousdeuxl'inégalité(5)entraînealors queÉ! < 1

et E2< 1, ce qui est la contradictioncherchée.

A part une courtenote de 1926,Siegelne revientplus entre 1922et 1929aux questions

d'approximationdiophantienne.Son« Habilitationsschrift» de 1922marque son premier

contact aveclesformesquadratiques,dans l'esprit des travaux de Hardy-Littlewoodet de

Landau sur les sommesde carrés.Le silencequ'il observeensuiteest certainementoccupé

par l'élaboration du long mémoirequ'il publie en 1929dans les Abhandlungende Berlin,

sous le titre neutre de « Quelquesapplicationsdes approximationsdiophantiennes», sans

doute son oeuvrela plus profonde et la plus difficile,et qui va aussitôt le rendre célèbre.

Ce mémoirecomprenddeuxparties très différenteset qui ne sont reliéesque par un fil

très ténu. La secondeest celledont le retentissementfut le plus grand, car ellerésout un

problèmefondamentalde la théoriedeséquationsdiophantiennes: donner desconditions

nécessaireset suffisantespour qu'une équationpolynomialeà coefficientsentiers :

n'ait qu'un nombrefini de solutions(x, y) en nombresentiers.Jusque-làlemeilleurrésultat

était celuide Thue, suivant lequelune équation (6) de la formeg(x, y)—a= 0, où a^0 et

g est homogèneet de degré 2r3,n'a qu'un nombrefini de solutionsentières.Le théorème

de Siegela un énoncé très simple: le seul cas où, pour un polynôme irréductible/,

l'équation (6) ait une infinité de solutionsentièresest celuioù la courbe F d'équation (6)
admetunereprésentationparamétriquepar desfonctionsrationnellesdont ledénominateur

est un polynômedu premier ou du seconddegré(ce qui entraînequeT est de genre0 et

a au plusdeuxpoints à l'infini).Nous nousborneronsà esquisserla démonstrationlorsque
T est de genre 1.

Siegelcommencepar prouver un résultat généralvalablepour toute équation (6). Soit

L le corps des fonctions rationnellessur la courbe T, et soit g une fonction de ce corps
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d'ordre m (nombrequi par la suite sera pris arbitrairementgrand). On supposeque pour
une infinité de valeurs de x/z et y/z, où x, y, z sont entiers premiers entre eux et

/ (x/z, y/z)= 0,g (x/z,y/z) a une valeurentière.Alorsil y a une suiteextraitedel'ensemble

des points (x/z, y/z) précédents,qui convergeversun point de F qui est un pôle de g; et

si r est l'ordre de ce pôle,pour toute fonctionq>du corps L qui s'annuleen cepôle et tout

e>0, il y a une constanteC(q>,e) telle que :

pour tout point (x/z, y/z) de la suiteconsidérée(h étant le degrédef).

On supposealors queF est de genre1,doncadmetune représentationparamétriquepar
des fonctionselliptiques,soit x =w(s),y=v(s); soit r lenombrede racinesd'une équation

w(s)= a dans un parallélogrammede périodes.L'idée essentielleest d'utiliser le théorème

de Mordell affirmant que, si M est le Z-moduledes nombrescomplexestels que w(s) et

v(s) soient tous deux rationnels,M admet un systèmefini de générateursS1, ..., sq.Soit

n un entier fixé(qui sera pris par la suitearbitrairementgrand); par divisioneuclidienne,
tout élémentde M peut s'écrire :

où a e M, et ce M ne prend qu'un nombrefini de valeurs.Le théorèmese démontrealors

(commeceluide Thue)par l'absurde, en supposant donc que l'équation (6) a une infinité

de solutions entières; il y a donc aussi une infinité de ces solutions pour lesquellesle

nombre ce M a la même valeur.On va appliquerle résultat (7) à la fonction rationnelle

g (x/z, y/z)=x; par le théorème d'addition des fonctions elliptiques,w(ns+c) est une

fonctionappartenant au corpsL, d'ordre n2m,dont lesn2mpôlessont au plus d'ordre m;
ces pôles ont des coordonnées qui sont des nombres algébriques de degré rgn2m.

D'après (7),un de cespôlesest limited'une suitede points (2,/Ç,rj/Q de F, où \, r\, Çsont

des entiers premiersentre eux. Si la limite p de la suitedes Ç/Çest finie, c'est un nombre

algébriquede degré ^ n2m,et on a d'après (7) :

où fc>0 est indépendantde n. D'autre part, l'inégalité(3)de Siegelmontrequel'on a, sauf

pour un nombre fini de nombresIJt, de la suiteprécédente:

où la constanteC ne dépend que de n. Mais il est clair que pour n assezgrand les deux

inégalités(9) et (10)ne peuvent être simultanémentvérifiéesque par un nombre fini de

couples d'entiers (i;, Q, ce qui amène la contradiction cherchée. Le raisonnementest
encoreplus simple(en considérantla suite des Ç/Ç)lorsque |%/Ç| tend vers + 00.

LorsqueT est de genre 2;2, Siegelutilisecommeoutil principalla généralisation,due

à A. Weil,du théorèmede Mordell, où il faut cette fois se placer dans la jacobiennede

F (ou, comme le fait Siegel, considérer sa paramétrisation par les fonctions © de

Riemann). Mais pour pouvoir l'appliquer comme ci-dessus, il faut une suite de

constructionsd'une extrêmecomplication.
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Bienquedemeurantdifficiles,lesdémonstrationsdu théorèmede Siegelquel'on connaît

aujourd'huisesont un peu simplifiées.Sonrésultat sur lesapproximationsdiophantiennes
des nombres algébriques a été amélioré par Roth, qui a montré que l'on peut y

remplacer(3) par :

pour tout e>0. L'exposant2 est cettefoislemeilleurpossible;toutefoison est encorehors

d'état dedonnerune expressioneffectivementcalculableenfonctionde £ d'une majoration

pour les entiers q vérifiantmêmel'inégalitémoins bonne (2) de Thue. De même, sauf

lorsquela courbe(6)est de genre1,ou pour certaineséquationsparticulièresdegenreplus

grand,on nesait pasmajorereffectivementlessolutionsde(6) enfonctiondescoefficients

de l'équation.

La premièrepartie du mémoirede Siegelde 1929ne le cèdeen rien à la secondepour

l'originalitéet la puissanceimaginative.Avec la preuve de la transcendancede e" par

Gelfond, publiée la même année, c'est le premier résultat nouveau sur les nombres

transcendantsdepuislesfameuxthéorèmesdeHermiteet Lindemannsur la transcendance

de e et n, qui remontaientà près d'un demi-siècle: Siegelprouve en effet que, pour la

fonctionde BesselJ0, Jo(%)est transcendantpour tout nombrealgébriqueréel%#0. Cela

résultede la propositionbeaucoupplus précisesuivante: si g (y,z) est un polynômede

degré total p>0 dont les coefficientssont des entiers de valeur absolue ^G, et l\ un

nombrealgébriqueréel #0 et de degrém, on a :

où c ne dépendque dep et l\.

La méthodede Siegelest tout à fait nouvelle.Il commencepar une étude analytique,
dans l'esprit de Liouville,sur les relations algébriquesentre x, y—Jo(x) et y'=J'0(x),
aboutissantau résultat suivant : soit :

où lesf&Psont des polynômesen x à coefficientsréels, et non nuls pour q des monômes

v"yp_a; alors q>et ses dérivéesjusqu'à l'ordre q—l sont q formes linéaires en ces

monômes,dont le déterminantest un polynômeen x non nul.

Soit l un entier >p, et en posant fc= (l+l)(Z + 2)/2, soientn^2k
2 un entier arbitraire

et 8>0 un nombre réel arbitraire. L'étape suivanteest de formerune fonction (13)telle

que :

1° les k polynômes/appour P^J sont de degré :S2n—1,avec des coefficientsentiers

majoréspar (n!)2+e;

2°le développementen sérieentièrede q>commencepar un termeen x(2t_1'n)et admet

unemajorante,produit d'une constanteindépendantede n, et de la série:
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Notons Tj(x) (1j/^k) lesfonctionsJ0(x)aJ0(xf~a pour (3^Zet oc^p, avecTi = 1. En

raison de l'équation différentiellede J0, on peut écrirepour la fonction cpprécédenteet

tout ordre de dérivationa2:0,

où les <jab(x) sont despolynômesde degré2n+ a—1,à coefficientsentierset O((n!)
3+2

E)

pour a<n +k2. Lepoint crucialconsisteà montrer que pour a^n + k2—1et tout nombre

réel £,#0, la matrice(aaj(Q) est de rang k.

On peut alors prendre k entiershv^n + k2—1 tels que les k fonctions :

soient linéairementindépendantes.Soient r = l—p,v= (r+l) (r+2)/2, et considéronsles

vfonctions :

où les cwsont entiers et ^G en valeur absolue,et les v fonctions \|/,,sont linéairement

indépendantes; on le complète par w=k—v des fonctions cpv,de façon à avoir k

combinaisonslinéairementindépendantesdesTj-.OnmontrealorsqueledéterminantAdes

coefficientsde ces k combinaisonsest un polynôme en t, de degré w(3n + fe2—2),à

coefficientsentiers,qui sont O((n!)
3
w+2£GvyFinalementon peut en conclureque |A| est

majorépar :

ou Kg: 1 est indépendantde n. Si maintenantç^O est un nombrealgébriquede degrém,
et c un entier rationnel tel que c£, soit entier algébrique, cw(3n+k2-2)A est un entier

algébrique#0. En écrivantque sa norme est 1, et en choisissantconvenablementn en

fonctionde G, on obtient enfin(12).

Au cours de cette démonstration,Siegelavait introduit une famillede sériesentières,

qu'il appela E-fonctions; elles sont définiespar des conditions arithmétiquessur leurs

coefficients,et généralisentla fonctionJ0. Plus tard Shidlovskiparvint à généraliserà ces

fonctionsle théorèmede Siegel(1954).

Siegelpublia encoreen 1932un résultat sur les nombrestranscendants: en adaptant la

méthodede Gelfond(baséesur la formuled'interpolationde Newton)pour la preuvede

la transcendancedee",il put montrer que, silesinvariantsg2et g3dela fonctionelliptique

p(x) de Weierstrasssont des nombres algébriques,alors une au moins des périodesde

p(x) est un nombretranscendant.

De 1932date aussiune étonnante reconstitutionpar Siegeld'une formulede Riemann,

d'après une page de brouillon conservéeà la bibliothèquede Gôttingen et difficilement

déchiffrable; elle permet un calcul facile de la fonction zêta sur la droite critique

Re(s)= 1/2.Ellea notammentété utiliséepar N. Levinsonen 1974pour montrerque plus
de 34% des zérosde Ç(s)sont sur cette droite et sont deszéros simples.
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En 1934,H. Heilbronnétait parvenuà prouverune conjecturede Gauss : lenombrede

classesh(—d) d'idéaux d'un corps quadratique imaginairede discriminant —d tend vers

+ ooavecd. Siegel,en 1935,par une utilisationhabiledela relationentre lesfonctionszêta

de deux corps quadratiques et la fonction zêta de leur composé (extensionde Q de

degré4) amélioraconsidérablementcerésultat en montrant que lorsqued tend vers + oo,

Ce résultat fut plus tard généralisépar R. Brauerà des corpsde nombresgaloisiensde

degréquelconque.

Là encore,on ne disposepas d'une expressioneffectiveen fonctionde d qui minorerait

h(—d), et par exempleon ne connaît pas tous les corps quadratiques pour lesquels

h(-d) = 3.

A partir de 1935, la plupart des travaux de Siegelen théorie des nombres vont être

centrés sur la théorie arithmétiquedes formes quadratiques à coefficientsentiers, à un

nombre quelconquen de variables.Inauguréepar Lagrangeet Gauss pour n=2 et n=3,

cette théorie s'était développéeau XXesiècle avec les travaux de Legendre, Eisenstein,

Hermite,H. S. Smithet Minkowski.L'oeuvrede Siegelen représenteen un certain sens

l'achèvement; mais en même temps il va l'élargir considérablementet préparer ses

extensionsmodernesen la mettant en rapport avec la théorie des groupesde Lie et des

fonctionsautomorphesde plusieursvariables.

Cette périodes'ouvre avectrois longsmémoires(193pagesen tout!) publiésde 1935à

1937aux Annalsof Mathematics.Dans cette oeuvremonumentalepar son ampleuret sa

complexité,Siegeltraite du problèmegénéralde la transformationd'une formequadratique

Q à m variableset à coefficientsentiers,en une forme analogue R à n ^m variables,au

moyen de substitutionslinéairesà coefficientsentiers.Ceci s'exprimecommodémenten

lagage matriciel: si S, T sont deux matrices symétriquesd'ordres respectifsm, n, à

coefficientsentiers,il s'agit d'étudier les matricesX de type mx n, à coefficientsentiers,

vérifiantl'équation :

Le premiermémoireest consacréau cas où S et T sont définiespositives,pour lequel

la théorie avait fait le plus de progrès. Le nombre A(S, T) des matricesX vérifiant(20)

est alorsfini; lorsque S= T, on pose A(S, S)=E(S), ordre du sous-groupede GL(m, Z)

laissantS invariante(« unités» de S). DepuisGauss, on introduit les notions de classeet

de genrepour les formes quadratiquesà coefficientsentiers (ou les matricessymétriques

correspondantes): deux matrices symétriquesS, S1 à coefficientsentiers sont dans la

mêmeclasses'il existeune matrice inversibleYà coefficientsentierstelle que :

lorsqueA(S, T) est fini, il ne dépend que des classesde S et T. Les définitionsdu genre

donnéespar Gauss (pour les formesbinaires) et généraliséespar Eisensteinet Smith, à

l'aide de « systèmesde caractères», sont compliquées; Poincaré et Minkowskien ont

indépendammenttrouvé une définitionplus simple: S et Si sont dans le mêmegenre si

d'une part l'équation (21)admetune solution Yà coefficientsréels,et si d'autre part, pour
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tout entier q, il existeune matrice Yqà coefficientsentiers et de déterminant inversible

mod.g, telle que :

Les méthodesde réductiond'Hermitemontrent que, pour les formesdéfiniespositives,
un genrene contientqu'un nombrefinideclasses.Considéronsdans cecasun genredonné

contenant h classes, dans chacune desquelleson choisit un représentant SjÇl^jSh).
Eisensteinet Smithassocientau genre considérésa « masse» :

et Smithétait parvenuà en trouver une expressionexpliciteà l'aide des « caractères» du

genre(retrouvéeindépendammentpar Minkowski).Le premiermémoirede Siegelétudie

plus généralement,pour deux matricesS, T définiespositives,le quotient :

où Si, ..., Shsont lesreprésentantsdu genreauquelappartientS; il endonnel'expression
sous formede produit infini:

Dans cette formulep parcourt l'ensembledes nombrespremiers; on note Aq(S, T) le

nombre de solutionsde la congruence:

en matricesentièresmodulo q; dp(S, T) est la limitede A,(S, T)lqmn~<-n(''
+1)l2)

lorsque q

parcourt la suite despuissancespNdep (« valeurmoyenne/sadique » de A(S, T)).Enfin

Aoe(S,T) est une « valeur moyenne» analogue: pour m>n et m#2, c'est la limitedu

rapport du volumedans Rm"de l'imageréciproquepar Xt->'X.S. X d'un voisinageV de

T dans l'espacedes matricessymétriquespositives(ouvert de 1"("+1"2),au volumede V

dans cet espace,lorsqueV tend versle point T. La démonstrationprocèdepar récurrence

sur m et n, et est une adaptation très subtile des méthodes de Gauss, Dirichlet et

Minkowski.

Lesdeuxautres mémoiresde cette sériesont encoreplusoriginaux; le secondtraite des

formesquadratiques« indéfinies» de signaturequelconque.Siegelmontre d'abord que le

secondmembrede la formule(25)gardeun sens sauf dans deuxcasparticuliers(celuioù

m=2 et —det(S) est un carré, et celui où m—n= 2 et —det(ST) est un carré). Mais les

formules(23) et (24)n'ont plus de sensparce que le sous-groupede GL(m, Z) laissant

invarianteS est alors infini.Trouver ce qui devait remplacerle premiermembrede (25)
dans ce cas était un problème qui n'avait été abordé que dans un cas particulier par
G. Humbert, pour les formes ternaires. Siegelle résout de façon générale: il considère,
dans l'espacedes matrices symétriquesd'ordre m et de signature donnée, un voisinage
ouvertB d'une matriceS, et son imageréciproqueB1dans l'espaceRmnpar l'application

X-> 'X.S. X; B1estinvariantepar legroupedes« unités »deS agissantpar multiplication
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à gauche; il y a un domainefondamentalD pour cetteactiondansB1,et si le volumev(B)

est fini, il en est de mêmedu volumev(D), et la limite :

existelorsqueB tend versS. Un genredonnéauquelappartientS ne contientencorequ'un
nombrefini de classes,et si Si, ..., Shsont des représentantsde cesclasses,le nombre :

est ce qui remplace la « masse» du genre de S. Il y a une définition analogue (plus

compliquée)d'un nombre u(S, T) qui remplacele numérateur de (24), et finalementla

formulede Siegel(25) est valable en remplaçant le premier membrecar \i(S, T)/\i(S).

Siegeldevait encore améliorerce résultat en 1944en montrant que dans certains cas les

termesfigurant dans l'expressionde p.(S, T) sont les mêmespour toutes les classesd'un

mêmegenre.

Dans le troisièmemémoire(1937),Siegelaborde la théoriedes formes quadratiques à

coefficientsdans un corps de nombres algébriques; là, il n'avait aucun prédécesseur,et

commeon peut s'y attendre, de nouvellescomplicationsapparaissent,dont il triomphe
avecsa maîtrisecoutumière.

Revenantauxformesdéfiniespositives,lorsqu'ungenrene comportequ'uneseuleclasse,
le premier membre de (25) se réduit à A(S, T); lorsque S est la matrice unité, cela se

produit pour m^8; si en outre n=l, on retrouve ainsi toutes les formules donnéespar

Jacobi, Eisenstein, Smith et Liouvillepour le nombre de représentations d'un entier

comme somme de m carrés pour 4^m^8. La démonstration de Jacobi pour m=4

reposait sur son étude des fonctionsthêta et de leursrelations avec le groupemodulaire

SL(2, Z), provenant de la formule (trouvée indépendammentpar Gauss, Cauchy et

Poisson):

pour la plus simpledes fonctionsthêta :

Dans son premier mémoire sur les formes quadratiques définies positives, Siegel

remarque que sa formule (25) équivaut à une remarquable identité entre fonctions qui

généralisentlesformesmodulaires.Il prend commeespacedesvariablescequel'on appelle
maintenant le « demi-espacede Siegel», généralisationdu « demi-plan de Poincaré»

classique: c'est l'ensembledesmatricessymétriquescomplexesZ d'ordre n, dont lesparties

imaginaires sont des matrices symétriquesdéfinies positives. On considère (pour une

matricesymétriqueS définiepositiveà coefficientsentiers)la fonctionde Z généralisant
les fonctionsthêta :
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où C parcourt l'ensembleZmndes matricesentièresde type mx n; cette série converge

absolumentlorsqueZ variedans le demi-espacede Siegel.Il est facilede voir que l'on a :

où T parcourt l'ensembledes matricessymétriquesentièresd'ordre n. Celaétant, si l'on

pose :

la formule(25)équivaut(pour m assezgrand) à une expressionde F (S, Z) sousla forme

d'une sérieconvergente:

où le couple(K, L) parcourt un certainensemblede matricesentièresd'ordre n, définipar
desconditionsarithmétiques.L'analogieévidentedela série(33)aveclessériesd'Eisenstein

(qui correspondentau cas n= 1) incita Siegel,dans plusieursmémoiresultérieurs,à faire

une étude systématiquede ce qu'il appela lesformes modulairesde degrén. Il s'agit de

fonctionsholomorphesdéfiniesdans le demi-espacede SiegelD ; sur cet espace,legroupe

symplectiqueSp(2m,R), formédes matricesd'ordre 2n :

Dans un premier mémoire de 1939, Siegelconsidère le sous-groupeSp(2n, Z) de

Sp(2n, R), qui n'est autre que le groupedes transformationsdessystèmesde 2n périodes
d'un systèmede n intégralesabéliennesde premièreespècelinéairementindépendantessur

une surfacede Riemannde genren. Ce groupeagit de façonproprementdiscontinuesur

D, et Siegelen déterminaun domainefondamentalà l'aide de la réductionde Minkowski

desformesquadratiques.Lesformesmodulairesde degrén et de poidsr sont lesfonctions

holomorphesdans D, qui se transformentpar le groupeSp(2n, Z) suivant la loi :

Siegel obtient pour ces formes une expression par des séries généralisant les séries

d'Eisenstein;de là il passanaturellementaux.fonctionsmodulaires,fonctionsméromorphes
dans D invariantespar le groupe Sp(2n, Z) ; on en obtient par exempleen prenant le

quotient de deux formesmodulairesde mêmepoids, et plus tard (1960)Siegelprouva

qu'on les obtient toutes de cette façon; il montra de plus que l'ensembledes fonctions

modulairesest un corps dont le degréde transcendancesur C est n(n+1)/2.
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Il inauguraitainsi la conceptiongénéralede fonctionautomorphe,qui depuis Poincaré

n'avait été considéréepour des fonctions de plus d'une variable que dans des cas très

particuliers.D'ailleurs, dans un mémoireultérieur (1943),Siegelétudia des sous-groupes

discretsde Sp(2«, R) autres que Sp(2n, Z), opérant de façon proprement discontinue

dansD ; il établit le lien entre cesquestionset la théoriedesgroupesde Lie, en observant

que le « demi-espacede Siegel» est isomorpheà un domaineborné d'un CNqui est un

espacesymétriqueau sensde E. Cartan (complètementdéterminéspar ce dernier).On a

depuis lors développél'étude des fonctions automorphes correspondant à des groupes

opérant de façon proprement discontinuedans cesespaces.

En 1903, P. Epstein avait défini, pour une forme quadratique définie positive

Q(xi, x2, ..., x„)à n variableset à coefficientsentiers,des « fonctionszêta » dont la plus

simpleest :

où la sommationest faite dans Z"—{0 }; la sérieconvergepour Res>n/2, et Epstein

avaitmontréqu'elleseprolongeenunefonctionméromorphedans tout leplan, satisfaisant

à une équationfonctionnelledu mêmetype que les fonctionszêta des corps de nombres.

Cette définitionne pouvait manifestements'étendre telle quelleaux formesquadratiques

indéfinies.Dans deuxmémoirespubliésen 1938-1939,Siegelmontra qu'on parvenaità une

telleextensionde la façon suivante.Soit S la matricesymétriqued'une forme quadratique

de signature (n,m—n), et soit T(S) le groupe de ses «unités»; ce groupe opère

proprement sur la partie ouverteU de la grassmannienneGm>„ forméedes sous-espaces
vectorielsde dimension n de Rm,dans lesquelsla forme quadratique est positivenon

dégénérée; en outre, il y a dans U un domainefondamentalde volumefini n(S)pour cette

opération.Pour un vecteura e Zm,soit de mêmeF (S, a) le sous-groupede T(S) laissant

fixe a; pour m2:3, T (S, a) a encore dans U un domaine fondamental de volume fini

u(S, a); pour tout entier t>0 tel que l'équation ta.S.a = t ait au moins une solution

aeZm, Siegelpose :

la sommeétant étendue à un ensemblede solutionsde ta.S. a= t représentant les orbites

de T(S, a) dans l'ensemblede toutes lessolutionsde cetteéquationdans Zm.La définition

de la fonctionzêta est alors :

et Siegelprouve que cette sérieconvergepour Res> m/2, et se prolonge en une fonction

méromorphedans tout le plan et satisfaisantà une équationfonctionnelle.Il obtient cette

dernièreenla ramenant (suivantl'idéede Riemann)à une identitérelativeà une fonction

thêta (d'une variable cette fois) dépendant d'un paramètre qui parcourt un domaine

fondamentalde F (S) dans l'ouvert V de la grassmannienneGm>„,identitédu mêmetype

que (28).

Il devait revenir en 1951-1952à cette fonction, en obtenant des formules de

transformation de cette fonction thêta pour les transformationsdu groupe modulaire,

ainsi qu'une expressionde sa « valeurmoyenne» dans le domainefondamentalde F (S)
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dans U; en outre, de cette « formule de Siegel», il déduisit une autre preuve de son
résultat fondamentalde 1936pour les formesquadratiquesindéfinies.

C'est aussi en 1951-1952que Siegelenvisagel'extensionde ses résultats à des formes

quadratiquesdont les coefficientset les variablesappartiennentà une algèbresimplesur
le corps Q, admettant une involution; il indique sans démonstration comment se

généraliseraitdans ce cadreplus étendu la « formulede Siegel».

Enfin, il est clair d'après ce qui précède que de plus en plus les méthodesde Siegel

reposaientsur l'évaluationde « volumes» de domainesfondamentaux(ou, ce qui revient

au même, d'espaces homogènes quotients de groupes de Lie par des sous-groupes

discrets); aussi, dès 1936, il consacra plusieurs articles à des calculs explicitesde tels

volumes.

Toutesces remarquablestechniquesforgéespar Siegelont peu aprèsconduit à une vue

d'ensemble,où les idées de « mesure» dans les groupesde Lie ou les groupes/sadiques
ont abouti à la découverte par Tamagawa d'une mesure privilégiéesur un groupe
« adélisé» d'un groupe linéairealgébriquedéfinisur un corpsde nombresalgébriques,et
du fait que lespropriétésde cettemesureentraînaientlesthéorèmesde Siegelde 1935-1937
sur lesformesquadratiques.A. Weila ensuiteinterprétéde mêmela « formulede Siegel»
de 1951-1952en théorie adélique.

Dans une toute autre direction, Siegel,dans son mémoirede 1935,avait déduit de sa

formule (25)le fait remarquableque la valeurde la fonctionzêta d'un corps de nombres

en un entier <0 est un nombre rationnel. Il revint beaucoupplus tard à cette question,
obtenant des résultatsplus précisen se servant des formesmodulaires.Ses résultats ont

été à la base des progrèsrécents sur ce sujet, qui fait actuellementl'objet de recherches

nombreuses.

Nous avons essayéde cerner les principalesdirectionsde l'oeuvreimposantede Siegel
en Théorie des nombres. Mais il ne s'y est pas limité,et n'a cesséde contribuerpar des
articlesde moindre importance(maisdont aucun n'est banal) à de nombreusesquestions

d'arithmétique,d'algèbreet d'analyse : géométriedesnombres,nombresde Pisot,valeurs

moyennesde fonctionsarithmétiques,sommesde carrés et problèmede Waringdans les

corpsdenombres,zérosdes fonctionsL de Dirichlet,itérationdes fonctionsholomorphes,
fonctionsméromorphessur une variété kählériennecompacte,groupesde déplacements
non euclidiens,groupesdiscontinus,fonctions abéliennes,équations différentiellessur le

tore, calculdesvariations.Sonsujetde prédilection(endehorsde la Théoriedesnombres),
auquel il n'a pas consacrémoins de 8 articles s'échelonnantentre 1936et 1971,fut la

Mécaniquecéleste et les équations différentiellesanalytiques, notamment les systèmes
hamiltoniens; il a raconté dans ses souvenirssur Frobeniusqu'en 1915il s'imaginaitque
la Mécaniquecélesteétait la seulesciencequine seraitjamais utiliséeà desfins guerrières!

Si Siegel n'a pas eu beaucoup d'élèves poursuivant ses recherches,il a cependant
toujours aimé l'enseignement,même élémentaire,et a publié de nombreux ouvrages

didactiquesde Théorie des nombres,de Mécaniquecélesteet de théoriedes fonctionsde

plusieursvariablescomplexes; son cours de 1948-1949à l'lnstitute for advancedstudy sur
cette dernière théorie a longtemps été le seul texte « moderne» à la disposition des
chercheurs.

La valeur exceptionnellede Siegela très tôt été reconnue; il a reçu de nombreux
doctorats « honoris causa» et était membre associé d'une dizaine d'Académies; notre
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compagnie l'avait élu correspondant en 1956,et associéétranger en 1973.Il était membre

de l'ordre « Pour le Mérite » de la R.F.A. ; en 1978,il a reçu le prix international Wolf

(Israël)en même temps que I. M. Gelfand; c'était la premièrefois que ceprix était décerné.

Commele dit un des éditeurs de ses oeuvres,« Siegelreprésente le type idéal de la pensée

mathématique contemporaine. A la fois classiqueet moderne, son oeuvrea profondément
influencéla culture mathématique de notre temps. »




