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fonction qui, en vertu des équations (3) et (4), vérifie la relation
Dy (sinzx) = — Py lx).

» Si maintenant on prend le produit de deux de ces fonctions @, on
obtient immédiatement une fonction F(x) telle que

F(singx) = F(x) = F(%arcsinx). »

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur une propriété des fonctions entiéres.
Note de M. E. Picaro.

« Il peut arriver qu’une fonction entiére G () (nous entendons par 12 une
fonction uniforme et continue dans toute ’étendue du plan) ne puisse, pour
aucune valeur finie de z, prendre une certaine valeur finie a. I’expression
¢/, par exemple, ol f(z) est entier, ne devient jamais nulle. Considérons
donc une fonction entiére G(z), ne devenant jamais égale a4 a. Je me pro-
pose de montrer dans cette Note qu’il ne peut exister une seconde valeur finie
b, différente de a, que ne puisse prendre G(z); en d’autres termes, il ne
peut y avoir plus d’'une valeur qui ne soit susceptible de prendre pour une
valeur finie de la variable une fonction entiére. Nous allons en effet mon-
trer qu'une fonction G(z), qui ne deviendrait jamais égaleni & a ni3 b,
serait nécessairement une constante. '

» Commencons par rappeler quelques propriétés d’une transcendante
importante dans la théorie des fonctions elliptiques, qui seront utiles pour
notre démonstration. Soient 4K et 27K’ les périodes de la fonction ellip-

. T ;. K'¢ Y
tique ordinaire, et désignons par » le rapport —- On peut considérer o

comme une fonction du carré.x = A? du module £, et inversement x est une
fonction uniforme de », comme I'a montré M. Hermite, & qui 'on doit
I'étude de cette transcendance remarquable. La fonction o de x n’ad-
met dans tout le plan que trois points critiques : ce sont les points o, 1 et
le point o, Dans toute région du plan a contour simple ne contenant
aucun de ces trois points, la fonction est uniforme et continue. De plus,
pour toute valeur de x, différente de o, 1,0, w n’est jamais nul, et le
coefficient de i dans cette fonction, mise sous la forme ordinaire des quan-
tités imaginaires, est toujours positif,

Soit maintenant F(z) une fonction entiére ne pouvant prendre aucune

. . Flz)—a
des valeurs @ ou & pour une valeur finie de z. L'expression {5—,)_;‘“
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deviendra jamais égale ni a zéro ni i I'unité; nous la désignerons par
G(z). Posons x = G(z); 4 une valeur quelconque z, de z correspond
une valeur z, de x, et quand z décrit un chemin quelconque C partant
de z, et revenant 4 ce point, x décrit une courbe fermée C' pouvant, par
des déformations continues, étre ramenée au point x, sans franchir aucun
des points o et 1. Déformons en effet la courbe C, sans cesser de la faire
passer par le point z, ; nous pouvons ainsi la réduire a ce point. 11 est clair
que, par ces déformations continues de C, nous réduirons la courbe cor-
respondante C' au point z,, sans qu’elle traverse jamais aucun des points
o et 1, puisque, par hypothése, G(z) ne prend jamais ces valeurs.

» Ceci posé, i la valeur x, de x correspondent une infinité de détermi-
nations de la fonction w, définie précédemment. Considérons I'une d'elles,
que nous désignerons par w,. Lorsque x partant de x, revient & ce point
aprés avoir décrit une courbe n’embrassant ni le point o ni le point 1,
la fonction o reprend la valeur w,. Regardons maintenant » comme une
fonction de z. Nous partons de z, avec la valeur = w,, et, quand z décrit
un chemin quelconque C et revient en 3,, » reprend la valeur «,, puisque,
comme nous ’avons fait remarquer, a la courbe C correspond dans le plan
des & une courbe C’ n’embrassant aucun des points o ou 1. On conclut
de la aisément que, z allant du point z, 2 un point quelconque du plan,
w prend toujours en ce pointla méme valeur, quel que soit le chemin suivi
pour y arriver. D’autre part, pour toute valeur de z, » a une valeur finie,
puisque 4 chaque valeur de z correspond toujours une valeur de x, diffé-
rente de zéro et de I’unité. Par conséquent, nous pouvons regarder » comme
une fonction de z uniforme et continue dans toute 1’étendue du plan, c'est-
a-dire une fonction entiére; de plus cette fonction ne devient jamais nulle,
o étant différent de zéro pour toute valeur finie de x autre que o et 1.
Nous pouvons donc écrire

w=e",

P(z) étant une fonction entiére. Posons maintenant

z=o-+iff, P(z)=f(af)+ip(af)
les fonctions f ét o étant des fonctions réelles, bien déterminées, des deux
variables réelles a et 8, et continues pour tout systeme de valeurs de ces
variables. Nous aurons alors

(3)  w=e™Yfcos[p(x, )] + isin[pla, B)]}

Mais nous avons vu que le coefficient de i dans w doit étre positif; done
sin[7(a, B)] doit étre positif pour toutes valeurs de « et de 8, et, par suite,
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(2, B) doit rester compris entre 24n et (24 -+1)m, £ étant un entier, Or
cela est impossible; c’est ce qui résultera du théoréme suivant :

» Une fonction ¢ de « et B bien déterminée et continue, ainsi que ses dé-
rivées partielles pour tout systéme de valeurs de a et 3, el satisfaisant a [’ équation

e Re
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ne peut rester comprise entre deux limites fixes, @ moins qu'elle ne se réduise a
une constanle,

-» On sait, en effet, qu'il n’existe qu’une seule intégrale de I'équation (I)
restant finie et continue, ainsi que ses dérivées, 4 I'intérieur d’un contour G
et prenant des valeurs données en tous les points de ce contour, Dans le
cas ou le contour C se réduit 4 un cercle, la valeur de cette intégrale en un
point A du cercle est donnée par la formule connue

dir dir, »
37759 =/cv(‘0.(-d7 — a—;) dJ’

Pintégrale est prise le long du cercle sur lequel est donnée la valeur de la
fonction ¢; r désigne la distance du point A & un point variable de la cir-
conférence et r, la distance & ce méme point du point A; conjugué de A

par rapport au cercle; do est I'élément d’arc de la circonférence, et enfin

dir dlr,

—— et —— désignent les dérivées de logr et logr, prises dans le sens de la

normale au cercle. En effectuant le calcul indiqué par cette formule, on
reconnait que I'on peut écrire

2ng =/; . (H—%)r[@,

ou R désigne le rayon du cercle et M une fonction de R, de I’angle § et des
coordonnées du point A, qui reste finie quand R augmente indéfiniment.
Pour un autre point A’ 4 I'intérieur du cercle R, on aura

27:?,:_/;"90 .(i+ N%)d@,

a2n

2n(¢'— o) = ;—‘j ?.(M'—M)de.

» Le premier membre de cette formule est une quantité indépendante
de R. On reconuait de suite que le second membre est aussi petit que 'on
veut, si R est suffisamment grand, puisque ¢ reste toujours compris enire
deux limites déterminées; il est donc rigoureusement nul; donc ¢ =¢',
c’est-a-dire que la fonction ¢(a, f8) est une constante.

et, par suite,
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» ¢(e, 3) étant constant, il doit en étre nécessairement de méme de
JS(a, B). P(2) et par suite w seraient alors invariables; mais w est une véri-
table fonclion de , et, si elle reste constante, c'est que x reste constant.
On voit alors que G(z) ne peut étre qu'nne constante. Nous avons done
établi, comme nous I'avions annoncé, qu’une fonction entiére, qui ne de-
vient jamais égale ni 4 @ ni & &, est nécessairement une constante. »

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur les fonctions introduites par Lamé dans la
théorie analytique de la chaleur, & [’occasion des ellipsoides de révolution.
Note de M. Escany.

« Si dans les deux membres de l'identité

1 1 I b
Vga_}_ﬁt,*_c‘.“ﬂ_/ov A -+ ibcus® + iCsing
on fait successivément les deux substitutions, & savoir :

. A =tanghfl — &/ tangy,
(1) ’ B = \/l_———t—l_ug_h’—ﬁ cosSw — t\/m'_“:/ cosw’,
C =1 — tangh®f sinw — ¢\ -+ tang?y sina’,

A = tangho — ¢ cothy,
(1I1) B=\,-/—n_-—_ta_n;gi7&coszz—- t\/mcoswﬁ

C=y1— tangh*asing — ¢\1 — coth®y sinw’,

on obtient les développements suivants :

{z-—at[tanghﬁimngy + Y1 —tangh? By 1+ tang*ycos(z —z')| 4 ¢3!

(1) © @ /"" [tangy + 1+ tang v cos(w’ — 6]
- 2 27 J, |tanghB + i YT — tangh'Beos{m — o)+’
n=v

fr— at[tangh acothy + iy — tangh?« v/t — coth®y cos (= — o)+ t“j—;

(2) "22‘ -Lf’: [cothy + i T — cotliy cos (a’ - -6)]"d8 "
i 2w J, [
&

tanghz <+ { y'1 — tangh’a cos;w — O‘J"‘“

» Nous allons montrer que les intégrales définies contenues dans les
seconds membres de ces identités sont les fonctions isothermes renfermant
C. R., 1899, 1% Semestre, (T, LXXXVIII, N° €0.) 135





