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ME/V[O!RE

Sur Ia di ﬁrence que Ve on a’ozt conf dérer entre des
Trzancr/e.r rec?z/zgnes & des Trzangles jj)herzque.s
trés-petits.

" Par M. DE LA, LANDE.

DANS toutes les recherches de: iAfhonomxc on seﬁ
permis jufqu’s préfent de plendre pour reéhlxgne tout
triangle {phérique:, dont les €6tés n'alloient pas au-dela dun
deg:e ou environ ; on y étoit invité par la fumplicité des for-
mules & la commodité des opérations, mais je puis dire auflt
quon y étoit forcé par l'état aGuel des tables & des formules
de Trigonométrie fphérique. .S’it s'agifoit, par exemple de
trouver!’ hypothenu{é d'un triangle fphérique rectangle tres-petit;

. dont on connoit les cbtés, on fefoit obligé dempioyer les

cofinus de’ces cbtés; & Yon me pourroit éviter des erreurs
de plufieurs fécondes, {i-les cotés étoient trés-petits, & qu'on

employit les fables ordinaires de logarithmes, parce que les.

Jogarithmes des cofinus ne différent fouvent point dans nos
tables fur un intervalle de plufieurs fecondes; on en verra un

“exemple 3. la fin de ce Mémoire. Si aucontraire 'on cherche

un angle on eft obligé demployer les finus ou les tangentes
de ces cOtés extrémement petits, dont les logarithmes croiffent
aflez - inégalement - pour produire une- inégalité fenfible dans
le réfultat. Les différences des Iogauthmes “des finus entre 10
& 20 fecondes, & entre 20 & 30, font3010 & 176 1,les
logarithmes eux-mémes étant 5,68 5.6; 5,9866; & 6,1 627 :
on voit que Tinégalité eft prodigieufe. ™ A

La difficulté de. ces fortes dopeiauous, qui fe répétent
fouvent dans fe calcul des éclipfes;, m'a fait rechercher les
erreurs que Lon peut y commettre. J'ai trouvé des formules
commodes pour les cas les plus ordinaires, & jai fait ung

T Xxx;
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. petite table de celle qui et la plus nécefliire : fa méme
méthode peut séendre a d'autres cas; & donner ainfi le moyen
de corriger les pratiques ordinaires, ou de faire du moins
connoitre les limites de Jeurs exreurs; dans fes cas ot Pon croira
en avoir befoin. - : o | ‘
_Un des cas les plus ordinaires, & ot lerreur peut étre fa
plus grande, eft.celui o, dans un triangle ABC, f'on cherche
un angle B, par le moyen de Phypothénule BC & dun
coté: quand on confidérera le triangle comme reétiligne,
Pangle B fera toujours plus petit que lorfqu'on fuppofera le
triangle [phérique; & il s'agit d'en trouver la différence, ou de
trouver ferreur que F'on commet en le fuppofant rectiligne,
Dans le triangle confidéré comme reétiligne, ¢
on aura tang. B = %— ; & dans le triangle
confidéré comme fphérique, on aura tang. B
tang. AC “
fin 4B
nométrie. : o -
~ Ondémontre dans les principes de calcul intégral, que Ia tan=
gente dunarc eft égal 4 arc lui-méme plus le tiers de fon cube,
en négligeant les termes ultérieurs de fa férie comme éant
infiniment plus petits lorfqu'it s'agit des petits arcs. De méme -
Ie finus eft égala Yarc moins la fixieme partie du cube de arc;
Cung. AC __ ACH4-+AC
finn AR -~ AB—zAB °
Si Ton fait 1a divifion actuelle du numérateur par le dénomi-
nateur, & qu'on néglige les termes qui font du troifieme ordre,
commnie érant infiniment plus petits que ceux du fecond ordre;

par les régles ordinaires de Trigo- A B

ainft nous aurons tang. B —

onaua AC. L AC AB.AC g oo AC
onama —g- =y 3 ; Yy

eft Ia tangente de 'angle B dans le triangle re@iligne, il sen=

- fuit que la tangente de T'angle fphérique furpatfe celle dé Fangle
) c3 "AB.AC ' .

4B 6 -

Connoiflant cet excesou cette petitedifférence des tangentes,

on aura la différence des arcs coryefpondans, en multipliant la

rectiligne de la quantité
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différence des tangentes par le .quarré du cofinus de- Ianglc'-
ainfi Pexces de Tangle fphérique fur- iangle reftiligne fera

AB. A€ ACH
( —%— =+ g5 /) <5

Si dans cette expreffion on fubftitue Tes valeurs de A B —
CBcof. B& de AC == CB fin. B, elle devxent L CH:

fin. B cof. B = 2 CHB fin. B cof. B =—" ﬁn. Bl
cof.. B (col. B —— 2 fin. BZ)A ou ﬁn» B cof, B

(I —{—-fn.B) mais fin. B cof. B _~ﬁn 2B &
fin. B* — L — L cof. 2 B; donc’ iexpleﬁion fe’ change.

«ifn. 28 (3 — cof.. zB)ou——CB"Z

fn. 2B (3 — cof.2 B ) . cette expleﬁion réduite en:
fecondes, donnera la quantité qu'il faudra ajouter & langle B,.
trouvé par Ta Trigonométrie rectiligne, pour avoir. iangle"
quauroit donné” fa Trigoneméirie fphérique..

en celle=ci

Pour réduire CB* en fecondes,, it faut divifer le"quarré par-
e nombre de fécondes compr is dans Yarc égal au rayon dus
cercle, qui eft de 574 17 44".8, & dont le iogauthme eft.
5:3144251.

Si T'on avoit, par. exemple CB de 1 degré ou de 3600'
- fecondes, on- doubleroit le Iogauthme de 3600 fecondes; &
de ce double 7,11260, on bteroit le logarithme §,3: 14433
on auroit 1,79818 ioganthme de 62”,9 = C' B Pour-
fentir la raifon de- cette opération, qui nous a donné 62.
fecondes pour le quarré de 3 600. fecondes; il faut confidérer-
que Parc BC, quoique de 3600 fecondes, n'eft pourtant e
foi qulune fiaction du rayon, lequel vaut 57 degrés, &c..
- comme -nous I'expliquerons ci-aprés : pour avoir la valeur. de:
cetie fraction, il faut divifer 3600 fecondes par 53 degxes,.

. ) chB cB
Ie quarré de cette ﬁ'a&Ion fera donc - s & cette:

. nouve le fraction fera plus petite que faracine, fuivant Ia na.tme .

Xx ifj-
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de la fracltion: pour convertir cette fraction en fecondes, o -
1

Ia ’doit muIti’piier par 57 degrés,; Pon a donc &8, <2,
~ s s

ou, ce- qu1 revient au meme

. Ainfi Ton voit quil
fuffit de divifer d'abord par 57‘* 17 , réduit en fecondes, le

quarré: dit nombre de fecondes que contient CB pour avoir .
en fecondes. le-quarré de CB.- ‘

Au moyen.de laformule 2 C B° fin. 2 B (3 —cof.2 B),
il a & facile de conftruire id table fuivante, & il feroit aifé
de I Pxofongel au-deld ; on y voit fa- quantlte en. fecondes
& en. décimales- de fecondes quil faut a;outex & Tun des
angles-d’un petit triangle xe&xhgne _pour avoir iangle dun
triangle fphérique dont les cbiés ﬁ)nt les mémes que ¢ ceux du
tnangfe rectiligne.. -~ -

% "HYPOTHENUSE. ;; HyrpO0THENU s E.
lrSs—~ ] B s
SR 30. | 60’ 90’s 2 30, | 6o, 90",
CDeg. ) Seer See. | e, Deg. | Sec. Sec. JSee.
0. § 0,0 0,0 | 0,0 45 2,0 | =79 | 17,8
5. 0,2 0;9 |- 2,0 § 50. 2,0 8,2 | 18,4
1o. § o5 | 1,8 |40 f 55. 2,1 | 8,2 j18,5
L 1si fo7 | 2,8 1 6,208 6o} 2,0 | 8,0 | 18,0
z2o0. o300 3,8 8,5 f 65.] 1,8 7,3 | 16,4
~25. b 1,2 | 47 1,5 § 7ol 1,6 | 6,3 | 14,2
30..F. 1,4 |. 5.7 | 12,8 § s 1,3 §,I | TI,5.
35. | 1,6 6,5 | 14,6 § 80. } 0,9 355 759
40 | 18 | 73 | 16,4 £ 85. ) o5 | 1,8 | 40
45+ § 2,0 79 17,8" 90. §{ 0,0 0,0 0,0

e e

Amﬁ )e fuppoﬁ: que dans Ie tuangic rectiligne ABC I hypo»
'thumfé BG thit de.3600"0u 60, Tun des angles Ade 204,
& Tautre ang!e C de 709;0n wouvera dans Ja table précédente,
vis-i-vis.de 204, la quantité 3",8; & vis-d-vis de 704, la.
quan,hte 6" 3 danS\h colonne 60 ¢+ cela montre quon doit.

P
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jouter 3”,8 4 Tangle B,& 6',3 & Fangle C, pour avoir ces
angles tels qu'onies edit trouvés par la- Trigonométiie fphérique,
& en fuppofant le triangle A B.C formié par ‘tiois arcs de-
grands cercles fur Ia furface de Ia fphére. ‘

. Jai dit ci-deflus que 4B & A C éioient néceffairement
des fractions du tayon; & elles ne peuvent en effet semployer -
fous une autre forme, dés-fors qu'on veut avoir-ui réfultat
«qui foit de méme efpéce, ou qui foit homogine avec fa
quantité donnée. En effet, fi I'on employoit les lignes A2 -
& "AC en fecondes, conme des longueurs abfolues , & qi'sn
les multipliat T'une par Yautre, le produit ne fauroit donner
des fecondes homogenes avec celles de AR & de AC; car
une furface ne furoit ére homogéne avec une ligne: or le |
produit-de deux fignes eft néceffairement une furface; pour
que le produit de’ A8 par AC foit homogene avec AR
& AC elles-mémes, il faut que Tune & Tautre foient em-
ployées comme fractions d'une ‘méme quantité, favoir du
rayon ou de la circonférence du cercle ou ‘de quelquautre
quantité, pour avoir enfuite au. produit une fiaélion de cette
méme quantité, Cleft la raifon du précepte & de Ia méthode:
‘que jai donnés plus haut. L :

Je paffe actuellement 4 un cas ot Terreur eft beaucoup
moindre, mais dans lequel on a fouvent befoin de Ia plus
grande précifion. Je fuppofe quon connoiffe les deux cbtés
AL, AC, & que Ton veuille trouver Thypothénule B C;
Yerreur quon peut commetire fur cette’ hypothénufe BC,
en fa fuppofant, comme dans les triangles rectilignes, égale
a V[(AB —— AC’), eft trop petite en comparaifon de
celle que jai-calculée ci-deffus: mais je dois au moins en donner
la ‘mefure pour raffurer les Aftronomes 4 cet égard ; dailleurs,
Ia formule de cette erreur aura Favantage de pouvoir fervir
dans des triangles beaucoup plus grands que celle dont on vient
de voir fa détermination, ce qui fera quelquefois trés-com-
mode. Dans le triangle {phérique ABC, on a, par la "Frigono-
métrie {phérique, cof. CB = cof. AB cof. AC; & parce -
que'le cofmus dun arc trés-petit eft égal an rayon mojns Ja
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-, ., o, : ) [ CB: ) . } 2N
moitié du quarré del'arc, onaura 1 ~—— —r == (1 — A
. CACt ABt AC* AB, 40
(e 2Oy L AR AT, ARaC,
2 S s2 e "
. S oz : e AB*, AC .
donc € B =— AB + A C"— ——— , & CB =—
4 ey AR*, ACH |
V(AB -t BC) — % »——Bb——-( Voyeg mon Aftro-

nomie, art. 2625 ). Mais dans le triangle reciiligne on auroit
CB =— V(AB* —+ AL”); donc Yexces de nypothenufe
' ' AR AC ‘s
) » quantite
quil faut Ster de I'hypothénufe trouvée -par laddition des
‘quarrés des cbtés, pour avoir celle qu'on efit trouvée par la
Trigonométrie (phérique, fi elle efit été appliquable a ces cas-la.
Cetie quantité n'eft que d'un huititme de feconde pour des
cbtés d'uni degré: rais dans le cas ot 'on a befoin d’une ex-
tréme précifion, on ne pourroit fe paffer de cette formule ;
1a Trigonoméurie fphérique manque totalement, du moins dans
fes méthodes direfles. - ) e T ) '

yeétiligne fur i’hypothénufé @hérique fera

2 CS

8 BC
employé les quantités A B & A C en fecondes, telles que
. Jes obfervations ou les tables aftronomiques les donnent; il
faut divifer le réfultat par le quarré de 57 degrés, réduit en
“fecondes, ou Oter, du logarithme de Ia formule, le logarithme
conflant 0,6288 502. La raifon de cette opération eft claire,
" {i Ton obferve que chacune des cing quantités de cette for-
mule doit étre d'abord divifée par 577 degrés, pour étre réduite
en décimales, & que le total doit étre enfuite multiplié
par 57 degrés, pour éue réduit en fecondes: ainf1 la formule

AB.AB.AC.AC.s7.57. '

8.57-57057+ 57 8.C

. . \ AB v . .
Pour éyaluer en fecondes Ja formule , apres avoir

‘yevient a ceci
AB.AC
8.57.57.BC . .'
- Exempre. On fuppofe dans un_triangle {phérique 4 BC,
que les cbtés A5 & A Cloient chacun d'un degré, & fon

- , : , demande

, ou Plué ﬁmplemeut, »
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..demande Thypothénufe BC. Par la Trigonométrie rectiligne ,
on doit doubler le quatré de 3600", I'on aura 2 59 200" dont
Ja racine eft 14 24" 51%2; Ceft fa valeur-de Thypothériufe
_cherchée, en fuppofant que le triangle eft rectiligne: fi-fon -
fuppofe le triangle {phérique, & qu'on emploie les logarithmes
de huit chiffres, tels quils font dans es ‘Tables impiimées &
Londres en 1742, par les foins de Gardiner, dont nous nops
{ervons communément,-oi trouvera 14 23’ §3"L, parce que
Yerreur qui provient des chiffres négligés va prelque a 'unité,
& que L'unité dans e logarithme de cet arc , répond & 2 fecondes
“environ. Mais{i nous prenons les logarithmes de onze chiffres,
tels quon les trouve dans Uracq, Trigonomeiria artificialis,
Goude, 16 33, livie extrémement rare actuellement ; on aara
14 24" 51”1, arc plus petit de 0% 1 ou & peu-prés n dixiéme
de feconde , que celui qui a lien quand le triangle eft reftiligne,
‘Ma formule donne & peu-prés la méme chofe; car-fi Ton
quadruple le logarithme-de '3 600", quon en Ote 0,6288 5,
le logarithme de 8, & .celui de¢ 5091” qui eft la valeux
de B C, onalelogarithme 8,98 64.6, auquel répond 0”007
ou environ un dixieéme de feconde; mais on a cette petitg
erreur par fe moyen de ma formule, avec beaucoyp plus de

précifion. | - s : :
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