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SUR
LE MOUVEMENT DE LA CHALEUR DANS LES FLUIDES.

Parn M. FOURIER.

Lu aI’Académie royale des Sciences, le 4 septembre 1820.

O est parvenu a exprimer par des équations générales a
différences partielles les conditions du mouvement des flui-
des. Cette découverte, qui est un des plus beaux resultats
de la géométrie moderne, est due a d’Alembert et a Euler.
Le premier a publié ses recherches dans l'ouvrage qui a pour
titre : Essaz sur la résistance des fluides. Euler a traité ce méme
sujet dans les Mémoires de I'Académie de Berlin, année 1755.
Il y donne ces équations sous une forme simple et distincte
qui embrasse tous les cas possibles, et il les démontre avec
cette clarté admirable qui est le caractére principal de tous
ses écrits.

Les équations générales qui se rapportent au mouvement
des liquides sont au nombre de quatre : trois d’entre elles
expriment l'action des forces accélératrices; la quatneme
est donnée par la condition de la continuite.

Pour connaitre le mouvement du liquide, il faut pouvoir
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déterminer a chaque instant la vitesse actuelle d'une molé-
cule quelconque, la direction de son mouvement, et la pres-
sion qui s'exerce en ce point de la masse fluide. Ainsi l'on
regarde, dans cetle analyse, comme grandeurs inconnues,
trois quantités qui mesurent les vitesses partielles d'une
méme molécule dans le sens des trois coordonnées orthogo-
nales, et une quatrieme quantité qui mesure la pression.
Ces quatre inconnues, et le temps écoulé, sont les seuls
éléments du calcul. Dans les fluides élastiques, tels que l'air,
la densité est variable, et elle a avec la pression un rapport
tres-simple que des experiences réitérées ont démontre.
Il y a donc toujours un nombre d'équations précisément
égal a celui des quantités inconnues. Les conditions phy-
siques de la question se trouvent ainsi déposées dans le cal-
cul et rigoureusement exprimees, ce qui €tait I'objet spécial
de cette recherche.

Apres cet exposé nous remarquerons que la tempeérature
variabledes molécules fluides est aussi une cause dynamique,
que I'on ne doit point omettre d'introduire dans le calcul.
Elle influe toujours sur le mouvement dans les substances
aériformes, car il ne peut y avoir de changement de densité
ou de pression sans qu’il n'en résulte des changements de
température ; et cette méme cause corcourt aussi a détermi-
ner les mouvements des liquides, toutes les fois que la dis-
tribution de la chaleur n'est pas uniforme. Nous retrouvons
cette action de la chaleur dans les grands phénomenes de
la nature. Les mouvements généraux et périodiques des
diverses parties de I'atmosphere, et les courants prineipaux
de I'Océan, sont occasionés par I'inégale distribution de la
chaleur solaire , dont I'effet se combine avec ceux de la gra-
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vité et de la force centrifuge. Ces considérations, et plusieurs
autres du méme genre, m’ont portéa rechercher avec beau-
coup de soin l'expression analytique des mouvements de la
chaleur dans l'intérieur des masses fluides. Il est évident de
soi-méme que la température de chaque molécule fluide est
un élément variable qui modifie tous les mouvements inté-
rieurs ; mais il ne suffit point d'introduire dans le calcul
de ces mouvements une quantité qui désigne la tempéra-
tare;il faut ajouter une équation spéciale qui se rapporte aux
variations de la chaleur, en exprimant la distribution instan-
tanee. L'objet précis de notre Mémoire est de découvrir
cette nouvelle équation, afin de la joindre a celles qui re-
présentent l'effet des forces accélératrices, et de compléter
ainsi I'expression analytique des mouvements des fluides.

Nous avons considéré principalement les fluides qui ont
ét€ appelés incompressibles. Les mémes principes s’appli-
quent aux fluides aériformes, quoique la forme des €qua-
ticns soit différente; mais nous pensons en ce qul concerne
cette derniere espece de corps que, pour achever entiere-
ment la recherche des équations générales, il faudrait se fon-
der sur une série d’observations quenous ne possédons point
encore.

A la suite des quatre premieres €quations hydrodynami-
ques qui sont connues et démontrées depuis long-temps,
J'ai ecrit celle qui exprime les variations de la temperature.
I.es geometres jugeront de ce nouveau résultat.

ay B, y désignent les trois vitesses orthogonales d’une
molécule dont les coordonnées sont x, ¥, z, ¢ est la densité
variable de cette molécule; 6 est la température; ¢ l¢ temps
écoule.



510 MEMOIRE D ANALYSE

Cette cinquieme équation' se forme, comme on peut le
voir, d’une premiere partie qui exprime la distribution de
la chaleur dans les masses solides : elle coincide en cette
partie avec I'équation générale que j'ai donnée dans mes
premiers Mémoires en 1807, et elle contient de plus les ter-
mes qui dépendent du déplacement des molécules.

Dans la premiere partic de notre démonstration , nous
avons rappelé celle des équations qui expriment le mouve-
ment de la chaleur dans l'intérieur des solides et a leur sur-
face. S1 'on examine ces questions avec toute l'attention
quelles exigent on reconnaitra, comme nous l'avons dit
plusieurs fois, que les principes mathématiques de la théo-
rie de la chaleur ne sont ni moins clairs ni moins rigoureu-
sement démontrés que ceux des théories dynamiques; qu’ils
sont féeconds en applications utiles, et que les résultats sont
exactement conformes a ceux des expériences; enfin que ces
principes sont indépendants de toute hypothese physique
sur la nature de la chaleur.

C'est dans les écrits de Newton que l'on trouve les pre-
mieres vues sur la théorie mathématique de la chaleur. En-
suite '’Académie des sciences de Paris n’a cessé de diriger
sur cet objet l'attention des géometres. Amontons avait fait
la premiere experience propre a éclairer la question de la
propagation de la chaleur. Cette question fut proposée
comme sujet d'un prix pour I'année 1788. La collection de
nos Mcmoires contient, outre la piece couronnée, dont 'au-
teur est Euler, deux autres pieces qui furent approuvées et
publiées , comme remplies de vues et de faits trés-bien ex-
posés : ce sont les termes du rapport. L'une est de M™® Emilie
du Chatelet, 'autre de Voltaire. Je ne citerai point ici les
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recherches ultérieures qui ont €té faites sur le méme sujet:
Jai voulu seulement rappeler que cette branche:de la phy-
sique mathématique a toujours €té spécialement cultivée en
France , et qu'elle doit a4 cette académie ses progres les
plus remarquables.

Il me reste a donner une idée geénérale du principe que
jai suivi pour. former I'équation du mouvement de la cha-
leur dans les flmides.

Si l'on suppose qu’un liquide pesant est contenu dans un
vase ou la masse est actuellement en équilibre, et si 'on con-
¢oit que les molécules viennent tout a coup a recevoir des
temperatures inégales, I'équilibre cessera de subsister. Il s’éta-
blira dans toutes les parties du liquide des mouvements
infiniment variés, et les conditions de ces mouvements ont
des rapports nécessaires avec la distribution de la chaleur
initiale. Si, indépendamment de l'inégalité des températures
qui suffirait pour occasioner ces déplacements, on suppose
que la masse fluide est soumise & des impulsions extérieures
qui ne se font point equilibre, les mouvements des mole-
cules seront encore plus composes. Ils méleront de plus en
plus les différentes parties de la masse, et concourront ainsi
a faire varier les temperatures; en sorte quil y a une in-
fluence réciproque des effets dynamiques proprement dits,
et de ceux qui dépendent de la distribution .de la chaleur.

Il parait d’abord singulierement difficile d’assujettir & un
calcul exact toutes ces variations de tempeérature, et de las
comprendre dans une équation geénerale. Mais un examen
tres-attentif de cette question montre qu'elle peut étre com-
pletement résolue.

Pour parvenir a cette solution il faut concevoir dans l'in-
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térieur de la masse un espace déterminé, par exemple le
volime d'un prisme rectangulaire compris entre six plans
dont la position est donnée. On examine tous les change-
ments successifs que subit la quantité de chaleur contenue
dans l'espace prismatique. Cette quantité varie a chaque in-
stant, et par deux causes tres-distinctes. L'une est la pro-
priéte que les molécules du fluide ont de communiquer leur
chaleur aux molécules assez voisines, lorsque les tempéra-
tures sont inégales. En vertu de cette propriété, dont les
liquides ne sont point dépourvus, comme on I'a quelquelois
suppos€, la chaleur tend a se distribuer d’'une maniere plus
égale, et se dispose insensiblement a l'état d’équilibre : elle
penetre donc ‘a travers les surfaces rectangulaires qui ter-
minent le prisme, et l'effet instantané de cette propriéte de
la chaleur est celui qui aurait lieu si la masse €tait solide.

A cette premiere cause, communea toute espece de matiere,
il s'en joint une autre qui est propre aux fluides. Les mole-
cules elles-mémes se deplacent, et elles apportent dans cet
espace prismatique la chaleur qu’elles contiennent; ou, en
sortant de ce méme espace, elles emportent cette chaleur
qui leur est propre.

La question se réduit donc a faire séparément le calcul de
la chaleur acquise par l'espace prismatique en vertu de la
communication, et de la chaleur acquise par cet espace en
vertu des mouvements des molécules. Nous connaissons l'ex-
pression analytique de la chaleur communiquée, et ce pre-
mier point de la question est pleinement éclairci. Il reste
donc a tenir compte de la quantité de chaleur transportée:
elle ne dépend que des vitesses des molécules, et des direc-
tions qu'elles suivent dans leurs mouvements.
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On calcule donc'premiérement combien il entre de chaleur
par l'une des faces du prisme, soit par voie de communica-
tion, soit a raison de |'écoulement du fluide; secondement,
combien il sort de chaleur par la face opposée, a raison de
'une et de I'autre cause. Appliquant ce calcul & chacun des
rectangles qui terminent le prisme, on connait combien il
acquiert de chaleur pendant un temps donné; et sil'on dis-
tribue cette chaleur acquise entre toutes les molécules, on
connait 'augmentation moyenne de la température pendant
ce méme temps. En rapportant les expressions précédentes
a la durée d'un instant, et 3 un prisme infinitésimal, on forme
I'équation dont nous avons parlé. Elle est & différences par-
tielles, comme celles du mouvement des fluides. Par la on
introduit dans I'analyse de ces mouvements une nouvelle
variable, la température, et une nouvelle équation qui sert
a la déterminer. ,

E‘quatio_ns geénérales du mouvement et de la température
des fluides incompressibles.

x,y,% coordonnées d'un point de I'espace occupé par une
molécule; |

t.. tempé écoule,

vitesse partielle de la molécule pour augmen-

ter la coordonnée r
z

™ =< ™ R

pression qui s'exerce contre la molécule.
densité varmable de la molécule.

... température variable de cette molécule.
T. XII. 65

m
.
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[ K la conducibilité propre de la
Les coefficients { C mesurent ! Tasse. AU
la chaleur specifique.
h la dilatabilite.

[

a, B, ¥, P, ¢, 8 sont des fonctions de x, y, z, ¢

1dp  da da da do
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On désigne par X, Y, Z les trois résultantes orthogonales
des forces qui agissent sur une molécule quelconque, dont
les coordonnées sont x, y, z; e est la densité qui répond a
la température zéro, assez €loignée du changement d'état.

Les quatre premieres équations sont connues et démon-
trées depuis long-temps.

La cinquieme exprime le mouvement de la ehaleur dans
les fluides incompressibles.

Paris, 1* septembre 1820.

Signé J* FOURIER.



EXTRAIT

DES NOTES MANUSCRITES CONSERVEES PAR L'AUTEUR.

On se propose d’étendre la recherche des lois du mouve-
ment de la chaleur 4 une question qui parait d’abord tres-
composée, savoir celle de la distribution de la chaleur dans
les fluides. Nous ne considérerons ici que les fluides qui ont
eté désignés sous le nom d'incompressibles. On concevra
donc une masse liquide dont toutes: les molécules, inégale-
ment échauffées, sont soumises a l'action de forces accélé-
ratrices, et dans laquelle la situation et la température de
chaque molécule varient a chaque instant. Il s’agit de déter-
iner toutes les quantités qui font connaitre la vitesse ac-
tuelle des molécules, la direction de leur mouvement, et leur
température.

Nous désignons par « la vitesse avec laquelle une meole-
cule dont les coordonnées sont z, y, z, s'avance paralléle-
ment a 'axe des x. € est la vitesse de la méme molécule dans
le sens snivant lequel les ordonnées y augmentent; et y est
la vitesse paralléle a l'axe des z. Il s'agit de déterminer «,
5, y en fonction des coordonnées .r, y, z et du temps
écoulé t. Nous désignons par 6 la température que cette
méme molécule a acquise a la fin du temps ¢ Il est évident
que si les trois vitesses orthogonales «, €, y, et la tempéra-
ture §, €taient ainsi exprimées en fonction des coordonnees
x,y, z et du temps ¢, il ne resterait plus rien d'inconnu

65.
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dans I'état variable de la masse fluide, en sorte que 'onr pour-
rait déterminer cet état pour chaque instant. p est la pres-
sion qui s'exerce i la fin du temps ¢ sur la molécule fluide
dount x, y, z sont les coordonnées. « est la densité actuelle
de cette molécule. Cela posé, nous admettons comme dé-
montrées les quatre équations suivantes :

1d + (ig:. do e d o da ¥ — )

cde Tt Az Tt AT
d d6 d€ d6 d6

ki Zx ac 40 Yy — I

dj+dt+adx+gdj+ydz Y=o, | (1)
dy d-Y dy d

de d.ea d.eb d.s-r_o , )
E_t+d.z'+d_y+dz_'

Le terme X exprime en fonction de x, y, z et t la résul-
tante des forces accélératrices qui agissent parallelement a
I'axe des x sur la molécule dont z, y, z sont les coordonnées.
Y est la résultante de ces forces parallele a I'axe des y, et Z
est leur résultante agissant dans le sens de I'axe des z. Ces
forces tendent respectivement a augmenter les coordonnées
Ly Yy % ,

Il serait inutile de rappeler les démonstrations si connues
de ces équations. Nous supposons que l'on se représente les
éléments de cette question, tels qu’ils sont exposés dans les
ouvrages d’Euler ( Mémoires de I'Académie de Berlin, pour
l'année 1755).

Concevons maintenant que, par un point m de la masse
fluide, on trace un plan perpendiculaire a l'axe des z, et
cherchons quelle quantite de chaleur passe, pendant un in-
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stant d¢, de la partie de l'espace qui est au-dessous de ce
plan dans la partie de I'espace qui lui est supérieure. Soit v
l'aire infiniment petite d'un disque dont le centre est en m,
et qui est perpendiculaire a I'axe des z. Si toutes les molé-
cules etaient immobiles, et que les changements de tempé-
rature dussent resulter seulement de la communication de
la chaleur, qui tend toujours a se distribuer uniformément,
il a été démontré (*) que la quantité de chaleur, qui s'éleve-
rait au-dessus du plan a travers le disque » pendant le temps

o . : . do ,
infiniment petit d¢, aurait pour expression _KE_ wdt. Cest
<

la mesure exacte de la chaleur communiquée, qui, aban-
donnant certaines molécules, passe dans celles qui leur sont
contigués. Le coefficient K est celui que nous avons défini.
Il se rapporte a la substance liquide elle-méme, et exprime
la facilité avec laquelle la chaleur s’y propage comme dans
un milieu solide. |

Indépendamment de cette chaleur qui passe d’'une molé-
cule 4 une autre, il faut considerer celle qui est transportée -
par les molécules ellessmémes a travers le disque ». Nous
avons désigné par G la quantité de chaleur qui, étant ajou-
tée & l'unité de volume du liquide, porterait la masse occu-
pant ce volume de la température o a la température 1 de
I'ébullition de l'eau. D’apres cela, si pendant linstant d¢
il s'écoulait & travers le disque w, de bas en haut, une masse
liquide d'un volume p et d'une température exprimée par 6,
cette masse apporterait dans l'espace supérieur au plan une
quantité de chaleur égale 4 C.p6. On regarde 1ci comme

(*) Théorie analytique de la chaleur, chapitre I, art. g8.
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une constante la quantité de chaleur que la masse contient
lorsqu’elle est a la température zéro de la glace fondante, et
l'on ne calcule que les différences, ou positives, ou néga-
tives, qui sont ajoutées a cette constante commune, ou qui
en sont retranchées. Or le prisme fluide qui traverse le
disque pendant l'instant 4t a pour base laire w, et cette
section o, qui au commencement de I'instant ¢ coincidait
avec le disque, s'en est éloignée pendant la durée de cet
instant, en sorte qu'a la fin de cette durée sa distance au
disque, mesurée perpendiculairement au plan de ce disque,
est ydt. La quantité de chaleur transportée par Leffet de ce
mouvement au-dessus du plan est donc C.auydt.g.

Elle s'ajoute a la chaleur qui s'est communiquée dans le
méme temps en passant d'une molécule a une autre, comme
cela aurait lieu dans un corps solide. Ainsi la quantité totale
de chaleur, qui pendant le temps d¢, s'éleve a travers le dis-
queau-dessus deson plan , soit en vertu du déplacement des
molécules, soit en vertu de lacommunication, a pour expres-
sion

wdt(-—Kj—2+C.ye),

Si le mouvement du fluide €tait supposé connu, c'est-a-
dire siles quantités «, &, y €taient données en fonction de
x,y,zett; etside plus on connaissait la valeur de ¢ en
fonction de ces mémes variables, on deéterminerait done fa-
cilement la quantité de chaleur qui pendant un temps donné
T s’écoule & travers une portion déterminée d'un plan per-
pendiculaire 4 I'axe des z. Car désignant paroet @, o et b les
limites de l'aire rectangulaire tracee sur ce plan, on écrirait
dz dy au liey de l'aire infinimeat petitew, et 'on prendrait
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la valeur de Uintégrale définie

/ dt/;adxfobdy(_ﬁdig+c.7e).

vy et 8 étant des fonctions supposées connues de z, ¥, z, ¢:
K et C des nombres constants, et @, &, ¢, ¢, T des nombres
donnés, on trouverait la valeur numérique de Vintégrale,
ou de la quantité de chaleur qui dans le temps donne, et
toute compensation faite des grandeurs positives et négatives,
a passe a travers le rectangle au-dessus du plan.

La méme conséquence s'applique a toutes les positions
que l'on pourrait donner a l'aire infiniment petite o qui
passe par le point m. Si cet éléement dtait situé sur un plan
perpendiculaire a Faxe des y, la quantité de chaleur qui, tra-
versant I'élément, passe pendant l'instantd¢ de l'espace an-
térieur au disque dans l'espace opposé serait,

t4T

mdt(—K%+C.€9);

et si le plan de I'élément o était perpendiculaire aux x, la
quantité de chaleur quti le traverse pendant la durée d¢ serait

o
mdt(—Kd— + C. ae).
Z
En geénéral on appliquerait cette conséquence a toutes les

positions. du. plan. o, l suffirait. de remgplacer « et %ﬁ par les

quantites qui mesurent la vitesse de la molécule m perpen-
diculairement au plan, et le flux de la chaleur communiquée
suivant cette direction. C'est ainsi que l'on déterminerait dans
une masse fluide dont le mouvement et la température va-
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riables seraient connus, le flux total de chaleur, soit trans-
portée, soit communiqueée, a travers un diaphragme dont la
figure et la position seraient données.

Considérons maintenant une capacitéprisinatique comprise
entre six plans rectangulaires infiniment voisins, dont trois
passent parle point m. On déterminera, au moyen de la pro-
position précédente, la quantité de chaleur qui entre pendant
la durée d ¢ dans cet espace prismatique & travers le rectangle
dzdy, et 'on en retranchera la chaleur qui pendant le méme
temps sort de cet espace a travers la face opposée.On connaitra
ainsi la chaleur que I'espace prismatique acquiert en vertu du
transport', ou de la communication qui s'opere dans le sens
des ordonnées z. On,trouvera un résultat semblable par rap-
porta l'axe des y, et un troisieme résultat pour l'axe des x.
En ajoutant ces trois quantités, on connaitra combien l'es-
pace infinitésimal que l'on considere acquiert de chaleur
pendant un instant , soit par voie de communication de mo-
lécule 2 molécule, soit par le transport de ces molécules.
Soit A cette quantité totale de chaleur acquise par le volume
rectangulaire dont les dimensions sont dx, dy, dz. On con-
sidérera qu'une quantité de chaleur égale a C. dxdydz éle-
verait une masse de liquide occupant ce volume de la tem-

’ ] 4 4 ————-'—-A
perature o ala temperature 1. Par .consequent _C.d.z'd_rdz

sera l'augmentation de température due a la chaleur ac-
quise A. Il ne reste plus qu'a €tablir le ealcul............
dydz(—K§%+C. ae)dt est la quantité de chaleur quj

pendant la durée d¢ traverse l'aire dydz, et entre dans le
_ prisme. Pour connaitre la chaleur qui sort a travers la face
opposée, il suffit d'ajouter a I'expression précédente sa dif-
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férentielle prise par rapport 2 x seulement, et 'on a pour

I'expression de cette chaleur dy dz (— K;-g +C.a0)d¢
+dydz (—KE% g—i) +C da'!::) dxzdt. Retranchant cette

quantité de la précédente, on trouve

dodyds(K94—cL DVde

pour l’expression dela quantité de chaleur acquise par I'effet
de la communication ou du déplacement qui s'opere dans le
sens des x.

On trouvera donc aussi
420 4.60
dxdydz (Kd—f—C——dy)dt

pour exprimer la chaleur que la molécule prismatique dont
la température €tait § acquiert durant l'instant d¢, en vertu
de la communication et du transport selon 'axe des y. Enfin
I'expression

d*0  d.yb
dzdydz (Kd—é_c?_z.)dt

mesure la chaleur acquise par la méme molécule en vertu de
la communication et du transport selon le sens des z.

On ajoutera donc ces trois quantités de chaleur acquises;
et divisant la somme par C. d x dyd z, on connaitra 'augmen-

tation ki dt de la temperature pendant la duree 4¢ de l'in-

dt
stant. On forme ainsi l’équation
_ a0 d.af  d. ee d.y0 .
n=K(% (% +o) 0

C'est cette équation qui doit étre jointe aux quatre préce’-

T. XIL 66
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dentes (1) et (2), afin que le mouvement et les températures
variables de toutes les parties de la masse fluide soient gé-
néralement exprimeés.

On a considéré les variations de température dans un élé-
ment prismatique rectangulaire, et la matiere qui occupe
ce volume infiniment petit subit pendant la durée dt des
changements dans sa densité, sa vitesse et la direction de
son mouvement. Si de la 1l restait quelques doutes sur I'exac-
titude rigoureuse de la démonstration, on pourrait parvenir
au méme résultat par une voie différente.

En effet si les quantités e, 6, y et § étaient connues en fone-
tion de x, ¥, z, t, on pourrait déterminer la quantité de
chaleur qui, pendant la durée du temps At, s'ajoute a celle
que contenait déja un volume prismatique fini, compris en-
tre des faces rectangulaires donnees. Il suffiraitde calculer, au
moyen de laproposition démontrée dans l'article précedent,
combien, pendant le temps donné A¢, il entre de chaleur a
travers une des faces , et combien 1l en sort a4 travers la face
opposée. En faisant un calcul semnblable pour chacune des
six faces , on connaitrait la nouvelle quantité de chaleur que
l'espace prismatique acquiert pendant le temps donné.

Or on pourrait aussi déterminer par un autre calcul cette
méme quantité de chaleur. Il faudrait pour cela chercher
combien une partie infiniment petite de ce prisme recoit,
pendant un instant d¢, d’augmentation de température ,-et,
multipliant cette augmentation par le coefficient G qui me-
sure la capacite speécifique, on connaitrait combien I'élément
infiniment petit acquiert de chaleur pendant un instant. On
JIntégrerait ensuite par rapport aux variables x, y, z entre
les limites donneées , par exemple depuis x=ux, y=y, =3,
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jusquadz=2x +Ax,y=y+ Ay, z2=2+ Az; et I'on intégre-
rait aussi, par rapport au temps ¢, depuis £=—1¢ jusqua
t=—1¢ + At Le résultat de cette intégration serait la quantité
de chaleur acquise par 'espace prismatique; et il serait pre-
cisément égal au résultat que l'on aurait trouvé précédem-
ment, en ayant égard aux quantités de chaleur qui pénetrent
chaque face, soil pour entrer, soit pour sortir.

On voit par la quesiles quantités «, €, y, § étaient trouvees
en fonction de x, ¥, z, t, ces fonctions satisferaient a la con-
dition que l'on vient d’énoncer. Il faut donc exprimer cette
identité des deux résultats, et I'on formera ainsi une équa-
tion qui doit subsister entre les fonctions inconnues.

La quantité de chaleur qui, pendant le temps At, pénetre
dans le prisme a travers une premiere face perpendiculaire a
I'axe des ., est

z4+Az

4+ Az r+Ay do
ft dtff dy z dz(——K7&+C.ae).

On doit écrire apreés les intégrations  + Ax a la place de z,
et retrancher le second resultat du premier, puisque l'on a
vu que le premier résultat mesure la chaleur entrée par 'une
des faces, et le second la chaleur sortie par la face opposée.
En désignant, pour abréger, par P la fonction placée sous les
signes d’'intégration , on aura donc

z+Az

_ft+Mdtff+A]dyf dz.AP
¢ N4 z

pour exprimer la quantité de chaleur acquise par le prisme
en vertu du transport dans le sens des . Maintenant on

. 66.
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doit remarquer que I'on peut écrirebfdt[.ci.:rj’d_y[cle?;—E
au lieu defd t[dy/dz.AP; et surtout que si I'on prend

I'intégrale par rapport a x entre les limites x et z + Az, on
effectue par cela méme la différentiation finie indiquée par
le signe A. En effet, soit oz une fonction quelconque de x -

, . : d. , .

on écrira au lien de oz, [dx. 2% ou [dx.o'z, etsi lon
dx

prend cette intégrale depuis z=x jusqua x =z + Az, on

a o(x + Ax)— g, Cest-a-dire A.pz. Il suit de la que la quan-
L+ Az y+Ay z4Az
tité _f d tf d_yf dz.AP,oul'expression
t r z
de 1a ¢haleur acquise par la commaunication et le mouvement

dans le:sens des x, peut étre mise sous cette forme
z4+Az

t+ At x4+ Azx ]‘+A_)’
T‘f dt[ d&‘[ d)’f dz.%g,
t x r z z

fdtfdxfdyfdz i Y -2

On aura un résultat semblable si 'on calcule la différence
de la chaleur entrée par une face perpendiculaire a I'axe
des y a la chaleur sortie par la face opposee. Ce résultat est

foof e fas (5 ~c%2)

L'expression qui se rapporte au plan perpendiculaire a l'axe

ou

des z est

fdt dx[dy[dz = ‘19 _C‘Y_ﬁ]

On omet d’écrire. les lunites des mtegrales , qu1 sont les
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mémes dans cep trais expressions. Leur somme sera la quan-
tité totale de la chaleur acquise par le prisme pendant le
temps At. )

D'un autre c6té la chaleur totale qui, dans 'étendue du
prisme, a déterminé les augmentations de temperature , est
exprimée, d'apres ce qui a été dit plus haut, par l'intégrale

[dt[dxfdy[dz.cj_‘;,

et les limites des intégrations sont les mémes que celles des
intégrations précédentes. On doit donc égaler les deux ré-
sultats ; et en différenciant par rapport a ¢, z, y,z, on aura
la méme équation que celle qui a éte trouvee precédem-
ment.

Les coefficients C et K ont été regardés comme constants,
quoiqu’ils subissent en effet quelques variations a raison des
changements de densité. Il serait nécessaire d'y avoir égard
si 'on considérait le mouvement des milieux aériformes,
ou si les différences de température étaient extrémement
grandes. Mais dans les questions qui se rapportent aux li-
quides, on doit faire abstraction de ces variations presque
insensibles des coefficients, Au reste, 1l serait tres - facile
d'introduire les variations dont 1l s’agit dans le calcul, en
suivant les principes que nous venons d’exposer.

Nous reprendrons maintenant les équations (1) et (2), et
nous remarquerons que la densité ¢ a une relation necessaire
et connue avec la teinperature §. Désignant par e la densité
qui répond a une température donnée &, on aura généra-
lement

e=e[1+A{0—-0)];
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car les températures étant comprises dans des limites assez
peu éloignées, les accroissement de densité, a partir d'un
certain terme, demeurent sensiblement proportionnels aux
accroissements de température. On pourrait aussi ne point
regarder ce rapport comme constant, et avoir égard a ces
variations. Il suffirait de modifier I'expression précédente de
la relation entre : et §. Le coefficient ~ exprime , comme on
le voit, la dilatabilité de la masse fluide : on le suppose connu
par les observations.

On pourra substituer la valeur précédente de ¢ dans les
équations (1) et (2), et ajouter a ces équations celle que nous
avons démontrée. Les cing équations contiendront , comme
grandeurs inconnues, les vifesses orthogonales «, €, v, la
pression p et la température 6. 1/équation (2) deviendra

k%‘*‘ 5__;“" dY)—i—h d.oug dé’e dTB)_O

I1 nous parait préférable de conserver les équations (1) et(2),
qui se rapportent au mouvement du fluide et contiennent
la densité ¢, en y ajoutant la cinquieme équation (3) qui
détermine les variations des temperatures. Il suffira de re-
marquer quil existe entre ¢ et § une relation donnée par
l'expérience , et que U'on peut en général représenter comme
il suit : e=e| t+A(8—20)]

Les mouvements et les temperatures variables des diver-
ses parties d'un fluide incompressible sont donc exprimes
par les équations (1), (z) et (3). La derniére est celle qui
exprime les températures : elle montre que le changement
instantané que ces températures subissent résulte de deux
causes. L’'une correspond a la premiere partie du second
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membre. Elle consiste dans la communication de molécule
a molécule. L'autre partie du second membre se rapporte a
fa seconde cause, qui est le déplacement des molécules ine-
galement échauffées.

Indépendamment des conditions genérales exprimeées par
ces équations, chaque question particuliere présente des
conditions spéciales qui se rapportent a I'état de la surface.
Cette remarque s’applique aussi aux températures; et les
principes que nous avons posés serviront dans tous les cas a
former les équations propres a la surface. On ne les consi-
dere point ici, parce qu'on a seulement en vue d'exprimer
les conditions les plus générales, communes et applicables a
toutes les questions, et qui déterminent les mouvements des
molécules on la distribution de la chaleur.

On a supposé que le vase qui contient le fluide est imper-
meéable 4 la chaleur. La déperdition qui s’opere au contact
des parois ou i la superficie exposée a l'air, produit dans les
temperatures des changements qui seraient exprimeés par
les équations a la surface.

Il est nécessaire de remarquer que l'on ne considére point
dans ces recherches le cas de I'équilibre non stable, c'est-a-
dire de celui qui satisfait aux conditions mathématiques de
I'équilibre absolu, mais qu'une impulsion extérieure pour-
rait détruire aussitot. Les changements de température con-
tribueraient a I'impossibilité physique d'un pareil état, et
la distribution de la chaleur qui aurait lieu dans le change-
ment d’état est I'objet d'une question spéciale que nous ne
traitons potnt ici. ‘

Le coefficient 2, qui mesure la dilatabilité, a une valeur
assez petite, que l'on peut omettre dans plusieurs cas.
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Alors les quatre premieres équations (1) et (2) sont celles qui
expriment le mouvement des fluides incompressibles. L'e-
quation (2) devient
da | dE  dy
dz T dy vt 2=
en sorte que la cinquieme équation (3) prend dans ce cas
la forme suivante :

P
K (S 22 (D)

On y retrouve encore les deux parties du second membre
qui correspondent a deux eflets distincts.

Le coefficient K, qui mesure la conducibilité propré de la
masse, n'a point une valeur entierement nulle, mais ce
coefficient est tres-petit. On a fort peu d’expeériences a cé
sujet. Gelles que nous avons entreprises, il y a quelques an-
nées,, nous ont montré que les liquides ne sont point dé-
pourvus de la propriété de transmettre la chaleur, et que
les diverses substances présentent cette propriété a des de-
grés assez différents. Mais il nous a toujours paru que la
valeur du coefficient est fort petite, en sorte que les chan-
gements de température sont presque entierement déter-
minés dans les liquides par les mouvements intérieurs. Leffet
de la commuuication n’est point nul, ou presque insensible,
comme le supposait le comte de Rumford ; mais il est cer-
tain qu'il n'influe que tres-lentement sur la distribution de
la chaleur.

Si dans I'équation (3) on omet le coefficient tres-petit K,
les changements de température sont exprimes par l'équation
du premier ordre
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8 df do d 8
E+“E+g@+77z:0'

Si la masse fluide demeurait en repos ou en équilibre,
en sorte que les vitesses «, €, y eussent des valeurs nulles,
il est évident que les changements de température ne résul-
teraient que de la conductibilité propre; et, dans ce cas, la
cinquieme équation (3) coincide entierement avec celle que
nous avons donnee autrefois pour exprimer les mouvements
de la chaleur dans I'intérieur des masses solides.

On pourrait également, en suivant les mémes principes, for-
mer |'équation générale qui exprime les températures variables
dans les fluides élastiques en mouvement. Mais il serait ne-
cessaire d'y introduire des éléments que des observations
preécises pourraient seules fournir. On connait exactement
les relations qui subsistent entre la pression, la densite et la
température : on peut regarder ces résultats comme fondés
sur des observations constantes. Il fandrait connaitre aussi ,
avec le méme degré de certitude, les rapports de la densité
des substances a€riformes avec leur capacité spécifique, et
la propriété de recevoir la chaleur rayonnante. Cette bran-
che de la physique expérimentale n'est point encore assez
perfectionnée pour que l'on puisse en déduire exactement
I'équation générale qui exprime les changements de tempé-
rature. Il faut remarquer que, dans les fluides élastiques,
les communications immédiates de la chaleur ne sont point
bornées a des distances tres-petites, comme dans l'intérieur
des masses solides ou liquides. Les rayons de chaleur tra-
versent les rayons aériformes, et se portent directement
jusqu’aux plus grandes distances. Il en résulte que l'équa-
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tion differentielle prend une forme tres-différente de celle
que nous avons trouvée pour les substances solides. Elle est
d’un ordre indéfini, ou plutdt elle se rapporte a cette classe
d’équations qui comprennent a la fois des différences finies
et des différentielles. Nous pensons que cette recherche ne
pourrait étre aujourd’hui entierement achevée, et qu'elle
nécessite une série complete d'observations que nous ne
posseédons point encore.

Il n’en est pas de méme des equations propres aux fluides
incompressibles. Celle qui exprime les changements de tem-
pérature est aussi rigoureusement démontrée que celles qui
se rapportent au mouvement du fluide. C'est cette démon-
stration qui est F'objet de notre Mémoire. Elle ajoute a l'ex-
pression analytique des mouvements des fluides celle des
temperatures variables de leurs molécules, et en méme
temps elle donne une nouvelle extension a la théorie mathé-
matique de la propagation de.la chaleur.





