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Résumé

On donne une nouvelle méthode de calcul d’intégrales orbitales utilisant le Laplacien hypoelliptique. On obtient un formalisme
unifiant le théorème de l’indice d’Atiyah–Singer et la formule des traces. Pour citer cet article : J.-M. Bismut, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Hypoelliptic Laplacian and orbital integrals. We give a new approach to orbital integrals based on the hypoelliptic Laplacian.
The formalism unifies the Atiyah–Singer index theorem and the trace formula. To cite this article: J.-M. Bismut, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Introduction

Dans cette Note, on annonce une nouvelle méthode de calcul des intégrales orbitales semisimples, fondée sur la
théorie du Laplacien hypoelliptique. Cette théorie produit une famille d’opérateurs hypoelliptiques sur l’espace total
du fibré tangent ou cotangent de la variété Riemannienne considérée, qui interpole en un sens adéquat entre la théorie
de Hodge usuelle, et le flot géodésique. Cette théorie a été développée dans [3] dans le contexte de la théorie de
de Rham et dans [4] pour l’opérateur de Dirac. Dans [7], Lebeau et nous-même avons développé les fondements
analytiques de la théorie, et montré que quand b → 0, on retrouve bien la théorie de Hodge pour le complexe de
de Rham.

Quand G est un groupe de Lie compact d’algèbre de Lie g, un Laplacien hypoelliptique sur G × g a été construit
dans [5]. Les formules classiques exprimant le noyau de la chaleur à l’aide du réseau des coracines sont obtenues
comme conséquence de la théorie du Laplacien hypoelliptique.

Dans cette Note, si G est un groupe de Lie réductif, et si K est un compact maximal, on calcule des intégrales
orbitales semisimples à l’aide d’une déformation hypoelliptique de l’opérateur de Casimir sur l’espace symétrique
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X = G/K . Si X̂ est l’espace total du fibré plat G ×K g sur X, la déformation hypoelliptique agit sur X̂ . Dans un
formalisme unifiant le théorème d’Atiyah–Singer et la formule des traces, on montre en particulier que certaines
intégrales orbitales semisimples sont invariantes par la déformation hypoelliptique considérée. Le calcul explicite des
intégrales orbitales est obtenue par des méthodes de théorie de l’indice local. La mise en œuvre de ce formalisme
exige un contrôle très précis du noyau de la chaleur hypoelliptique sur X̂ . Cette estimation est de nature géométrique,
et repose sur l’utilisation du théorème de Toponogov. Les preuves des résultats de cette Note sont données dans [6].

Dans la Note, on adopte les conventions de sommation d’Einstein.

1. L’opérateur de Dirac de Kostant et sa déformation hypoelliptique

Soit G un groupe de Lie réductif, soit K un compact maximal dans G, et soit θ l’involution de Cartan. Soit
g, k les algèbres de Lie de G,K . Soit B une forme bilinéaire symétrique non dégénérée Ad-invariante sur g, soit p

l’orthogonal de k dans g, de telle sorte que B est positive sur p, et négative sur k. Soit m,n les dimensions de p, k. Soit
B∗ la forme associée à B sur g∗. Alors B∗ s’étend en une forme bilinéaire symétrique sur Λ·(g∗). Soit κg ∈ Λ3(g∗)
telle que si a, b, c ∈ g,

κg(a, b, c) = B
([a, b], c). (1)

Soit U(g) l’algèbre enveloppante de g, soit Cg ∈ U(g) le Casimir. Si e1, . . . , em+n est une base de g, et si
e∗

1, . . . , e∗
m+n est la base duale de g relativement à B , alors

Cg = −e∗
i ei . (2)

Soit c(g), ĉ(g) les algèbres de Clifford associées à (g,B), (g,−B). Si a, b ∈ g, les relations de commutation défi-
nissant ces algèbres sont données par

ab + ba = ∓2B(a, b). (3)

Si a ∈ g, on désigne désormais par c(a) ∈ c(g), ĉ(a) ∈ ĉ(g) les éléments correspondants dans les algèbres de Clifford.
Si A ∈ End(g) est B-antisymétrique, on pose

c(A) = 1

4
B

(
Ae∗

i , e
∗
j

)
c(ei)c(ej ), ĉ(A) = −1

4
B

(
Ae∗

i , e
∗
j

)̂
c(ei )̂c(ej ). (4)

Alors A → c(A),A → ĉ(A) sont des morphismes d’algèbre de Lie.
Soit ĉ(−κg) l’élément de c(g) canoniquement associé à −κg, de telle sorte que

ĉ
(−κg

) = −1

6

∑
κg

(
e∗
i , e

∗
j , e

∗
k

)̂
c(ei )̂c(ej )̂c(ek). (5)

On rappelle que c(g), ĉ(g) agissent sur Λ·(g). Si a ∈ g, si a∗ = B(a, ·) ∈ g∗, les actions c(a), ĉ(a) de a sur Λ·(g∗)
sont données par

c(a) = a∗ ∧ −ia, ĉ(a) = a∗ ∧ +ia. (6)

On pose

Âg = ĉ(g) ⊗ U(g). (7)

Définition 1.1. Soit D̂g ∈ Âg l’opérateur de Dirac de Kostant [9,10],

D̂g = ĉ
(
e∗
i

)
ei + 1

2
ĉ
(−κg

)
. (8)

La formule de Kostant indique que

D̂g,2 = −Cg − 1

4
B∗(κg, κg

)
. (9)
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On suppose maintenant que e1, . . . , em est une base orthonormale de p pour B|p, et que em+1, . . . , em+n est une
base orthonormale de k pour −B|k. On note ∇e1, . . . ,∇em+n les opérateurs de différentiation correspondants sur g.
Soit Y = Y p + Y k le point générique de g. Soit |Y | la norme euclidienne de Y associée à B|p,−B|k.

On pose

Dp =
m∑

i=1

c
(
e∗
i

)∇ei
, E p = ĉ

(
Y p

)
,

Dk =
n∑

i=m+1

c
(
e∗
i

)∇ei
, E k = ĉ

(
Y k

)
. (10)

Les opérateurs Dp + ĉ(Y p),−Dk + E k sont liés aux opérateurs de Witten [13] sur p et sur k. Leurs noyaux sont de
dimension 1 et engendrés par les fonctions exp(−|Y p|2/2), exp(−|Y k|2/2).

On considère D̂g comme un opérateur différentiel agissant sur C∞(G,Λ·(g∗)). Cet opérateur agit donc sur
C∞(G × g,Λ·(g∗)). Si S

·
(g∗) est l’algèbre symétrique de g∗, la décomposition de L2(g

∗) en polynômes d’Hermite
multipliés par le poids Gaussien permet de relier C∞(G × g,Λ·(g∗)) à C∞(G,Λ·(g∗) ⊗ S·(g∗)).

Notons que K agit isométriquement sur Λ·(g∗) ⊗ S·(g∗). L’action par multiplication à droite de K sur G induit
une action de K sur C∞(G,Λ·(g∗) ⊗ S·(g∗)).

Définition 1.2. Pour b > 0, soit Db l’opérateur,

Db = D̂g + ic
([

Y k, Y p
]) + 1

b

(
Dp + E p − iDk + iE k

)
. (11)

L’opérateur Db commute avec K .

Soit X = G/K l’espace symétrique associé à G. Le scindage g = p ⊕ k définit une connexion sur le G-fibré
principal p :G → X. Soit ρE :K → Aut(E) une représentation unitaire de K de dimension finie. Soit F le fibré cor-
respondant G×K E sur X. Les représentations de K sur p, k définissent des fibrés réels TX, N sur X, TX étant le fibré
tangent. Ces fibrés sont munis de connexions hermitiennes ou euclidiennes, notées ∇E , ∇TX , ∇N . La connexion ∇TX

est la connexion de Levi-Civita. Les connexions naturelles sur d’autres K-fibrés seront notées de manière similaire.
Comme G agit sur g, TX ⊕ N est muni d’une connexion plate ∇TX⊕N,f . Plus précisément l’espace total X̂ de

TX ⊕ N peut être canoniquement identifié à X × g. Soit π̂ : X̂ → X la projection canonique.
On considère le fibré de dimension infinie au dessus de X donné par

G ×K

(
Λ·(g∗) ⊗ S·(g∗) ⊗ E

) = Λ·(T ∗X ⊕ N∗) ⊗ S·(T ∗X ⊕ N∗) ⊗ F. (12)

Comme l’opérateur Db commute avec K , il descend en un opérateur DX
b agissant sur les sections C∞ sur X de ce

fibré. De manière équivalente, DX
b agit sur C∞(X̂ , π̂∗(Λ·(T ∗X ⊕ N∗) ⊗ F)).

Soit Y = Y TX + YN la section canonique de TX ⊕ N sur X̂ . Soit �TX⊕N le Laplacien euclidien le long des fibres
de TX ⊕ N . Soit NΛ·(T ∗X⊕N∗) l’opérateur de nombre sur Λ·(T ∗X ⊕ N∗). L’involution de Cartan θ agit sur TX ⊕ N ,
qui sont les espaces propres de θ relativement aux valeurs propres −1,1. Les opérateurs indexés par p, k dans (10)
descendent en des opérateurs indexés par TX,N .

Théorème 1.3. On a les identités,

DX
b = D̂g,X + ic

([
YN,Y TX]) + 1

b

(
DTX + E TX − iDN + iE N

)
,

1

2
D

X,2
b = 1

2
D̂g,X,2 + 1

2

∣∣[YN,Y TX]∣∣2 + 1

2b2

(−�TX⊕N + |Y |2 − m − n
) + NΛ·(T ∗X⊕N∗)

b2

+ 1

b

(∇C∞(TX⊕N,π̂∗(Λ·(T ∗X⊕N∗)⊗F))

Y TX + ĉ
(
ad

(
Y TX)) − c

(
ad

(
Y TX) + iθ ad

(
YN

)) − iρE
(
YN

))
. (13)
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Définition 1.4. Pour b > 0, on définit le Laplacien hypoelliptique LX
b par la formule,

LX
b = −1

2
D̂g,X,2 + 1

2
D

X,2
b . (14)

Cet opérateur agit sur C∞(X̂ , π̂∗(Λ·(T ∗X ⊕ N∗)) ⊗ F).
Soit LX l’opérateur

LX = 1

2
Cg + 1

8
B∗(κg, κg

)
(15)

agissant sur C∞(X,F ).

De (13), on tire par Hörmander [8] que l’opérateur LX
b est hypoelliptique, alors que naturellement LX est elliptique.

Au terme quartique 1
2 |[YN,Y TX]|2 près, l’opérateur LX

b a une structure comparable aux Laplaciens hypoelliptiques
de [3–5,7].

Soit H le noyau de l’opérateur DTX + E TX − iDN + iE N . Nous savons que ce noyau est formé du produit de π̂∗F
par la Gaussienne exp(−|Y |2/2). Soit P le projecteur orthogonal fibre à fibre sur ce noyau.

Proposition 1.5. On a l’identité,

P
(
D̂g,X + ic

([
YN,Y TX]))

P = 0. (16)

De plus on a l’identité de Bianchi,[
DX

b , LX
b

] = 0. (17)

En utilisant les références données plus haut, on comprend pourquoi en un sens faible, LX
b déforme LX .

2. Intégrales orbitales elliptiques et hypoelliptiques

Soit γ ∈ G un élément semisimple de G, et soit [γ ] sa classe de conjugaison dans G. Après conjugaison, on peut
supposer que γ s’écrit sous la forme

γ = eak−1, a ∈ p, k ∈ K, Ad(k)a = a, (18)

la décomposition (18) étant par ailleurs unique.
Rappelons que par [1], la fonction distance d est convexe sur X×X. Soit X(γ ) ⊂ X la sous-variété de X des points

critiques de la fonction de déplacement dγ (x) = d(x, γ x). Si Z0(γ ) est la composante connexe du centralisateur de γ ,
et si K0(γ ) = K ∩ Z0(γ ), X(γ ) est l’espace symétrique associé à (Z0(γ ),K0(γ )). Soit NX(γ )/X le fibré normal à
X(γ ). Si z(γ ) = p(γ ) ⊕ k(γ ) est l’algèbre de Lie de Z(γ ), et si z⊥(γ ) = p⊥(γ ) ⊕ k⊥(γ ) est son orthogonal dans g,
alors les fibres de NX(γ )/X sont isomorphes à p⊥(γ ).

On identifie l’espace total NX(γ )/X du fibré normal à X par la carte géodésique normale. Par convexité de la
distance, on montre que si (x0, f ) ∈ NX(γ )/X est tel que |f | � 1,

dγ (x0, f ) � C|f |. (19)

Si dx est la mesure de volume sur X, et si dx0 la mesure de volume sur X(γ ), soit r(f ) la fonction telle que

dx = r(f )dx0 df. (20)

Alors il existe C > 0, C′ > 0 tel que

r(f ) � C exp
(
C′|f |). (21)

Pour t > 0, soit pX
t (x, x′) le noyau C∞ associé à l’opérateur exp(−t LX). On sait qu’étant donné t > 0,∣∣pX

t (x, x′)
∣∣ � C exp

(−C′d2(x, x′)
)
. (22)

On pose x0 = p1.
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Définition 2.1. On pose,

Tr[γ ][exp
(−t LX

)] =
∫

p⊥(γ )

TrF
[
γpX

t

(
ef x0, γ ef x0

)]
r(f )df. (23)

Les inégalités (19), (21) et (22) garantissent l’existence de l’intégrale dans (23). On peut interpréter (23) comme une
intégrale sur l’orbite adjointe de γ dans G.

Pour t > 0, soit qX
b,t ((x,Y ), (x′, Y ′)) le noyau C∞ associé à exp(−t LX

b ). On définit l’intégrale orbitale hypoellip-

tique associé à exp(−t LX
b ), par une formule semblable à (23), où E est remplacé par Λ(p∗ ⊕ k∗) ⊗ S·(p∗ ⊕ k∗) ⊗ E,

et où la trace devient une supertrace. Pour donner un sens à cette définition, on montre dans [6] le résultat qui suit.
Soit P le projecteur de Λ·(T ∗X ⊕ N∗) ⊗ F sur Λ(0)(T ∗X ⊕ N∗) ⊗ F = F .

Théorème 2.2. Étant donnés ε > 0, M > 0 tels que ε � M , il existe C > 0, C′ > 0 tels que si ε � t � M , 0 < b � M

(x,Y ), (x′, Y ′) ∈ X̂ , alors∣∣qX
b,t

(
(x,Y ), (x′, Y ′)

)∣∣ � C exp
(−C′(d2(x, x′) + |Y |2 + |Y ′|2)). (24)

Quand b → 0,

qX
b,t

(
(x,Y ), (x′, Y ′)

) → P
1

π(m+n)/2
exp

(−(|Y |2 + |Y ′|2)/2
)
pX

t (x, x′)P. (25)

Démonstration. Notons que quand X est une variété compacte, une version fonctionnelle de (25) a été démontrée
dans [7]. Dans le cas présent, la preuve est difficile, car il s’agit d’obtenir une estimation uniforme pour b > 0 borné,
alors que X est non compacte. Le calcul de Malliavin [12] tel qu’il est utilisé dans [2] et [7, Chapitre 14] combiné à
des techniques classiques de calcul des variations [11] permettent d’obtenir les deux résultats précédents. On utilise
la Proposition 1.5 dans la preuve. �

On peut maintenant définir l’intégrale orbitale hypoelliptique.

Définition 2.3. Pour b > 0, on pose

Tr[γ ]
s

[
exp

(−t LX
b

)] =
∫

p⊥(γ )

[ ∫
TX⊕N

TrΛ
·(T ∗X⊕N∗)⊗F

s

[
γ qX

b,t

((
ef x0, Y

)
, γ

(
ef x0, Y

))]
dY

]
r(f )df. (26)

Par (24), l’intégrale dans (26) est bien définie.

3. Calcul des intégrales orbitales

Pour calculer l’intégrale orbitale elliptique dans (23), on montre le résultat suivant :

Théorème 3.1. Pour tout b > 0, t > 0,

Tr[γ ]
s

[
exp

(−t LX
b

)] = Tr[γ ][exp
(−t LX

)]
. (27)

Démonstration. On montre tout d’abord que

∂

∂b
Tr[γ ]

s
[
exp

(−t LX
b

)] = 0. (28)

On utilise pour cela l’identité de Bianchi dans (17), et le fait que les intégrales orbitales peuvent s’interpréter
comme des supertraces généralisées sur une algèbre convenable d’opérateurs à noyaux. On utilise ensuite le Théo-
rème 2.2. �
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Notons que

z(γ ) = {
f ∈ g, [a,f ] = 0, Ad(k)f = f

}
. (29)

On pose

z0 = ker ad(a). (30)

Alors z0 est l’algèbre de Lie du centralisateur de a. Soit z⊥0 (γ ) l’orthogonal à z(γ ) dans z0. On a le scindage,

z⊥0 (γ ) = p⊥
0 (γ ) ⊕ k⊥0 (γ ). (31)

Définition 3.2. Pour Y k
0 ∈ k(γ ), on pose,

Jγ

(
Y k

0

) = 1

|det(1 − Ad(γ ))|z⊥
0
|1/2

Â(iad(Y k
0 )|p(γ ))

Â(iad(Y k
0 )k(γ ))

×
[

1

det(1 − Ad(k−1))|z⊥
0 (γ )

det(1 − exp(−iad(Y k
0 ))Ad(k−1))|k⊥

0 (γ )

det(1 − exp(−iad(Y k
0 ))Ad(k−1))|p⊥

0 (γ )

]1/2

. (32)

On pose

p = dimp(γ ), q = dim k(γ ). (33)

On a alors le résultat essentiel de cette Note :

Théorème 3.3. Pour tout t > 0, on a l’identité :

Tr[γ ][exp
(−t LX

)] = exp(−|a|2/2t)

(2πt)p/2

×
∫

k(γ )

Jγ

(
Y k

0

)
TrE

[
ρE

(
k−1) exp

(−iρE
(
Y k

0

))]
exp

(−∣∣Y k
0

∣∣2
/2t

) dY k
0

(2πt)q/2
. (34)

Démonstration. La preuve consiste à faire tendre b → +∞ dans (27), et à montrer que l’intégrale orbitale hypoel-
liptique se concentre autour de X(γ ). Le théorème de Toponogov joue un rôle essentiel dans la preuve. �

Soit P ⊥(γ ) ⊂ X l’image de p⊥(γ ) par l’application f → ef x0. On pose

�
γ

X = {
(x, γ x), s ∈ P ⊥(γ )

}
. (35)

Alors �
γ

X est une sous-variété de X × X. Du Théorème 3.3, on déduit dans [6] la le calcul des intégrales orbitales
distributions pour l’équation des ondes.

Théorème 3.4. On a l’égalité de distributions paires sur R dont le support est inclus dans {s ∈ R, |s| �
√

2 |a|}, et
dont le support singulier est inclus dans ±√

2 |a|,∫
�

γ
X

TrE
[
cos

(
s
√

LX + A
)] =

∫
Hγ

TrE
[
cos

(
s

√
−�z(γ )/2 + A

)
Jγ

(
Y k

0

)
ρE

(
k−1) exp

(−iρE
(
Y k

0

))]
. (36)

Remarque 3.5. Quand γ est un élément semisimple assez régulier de G, dans [6], on déduit du Théorème 3.4 les
formes plus classiques du calcul des intégrales orbitales. On retrouve en particulier la formule des traces de Selberg.
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