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R PAR GILLESPISIER
EN HOMMAGE A LAURENT SCHWARTZ (5 mars 1915 —4 juillet 2002)

Laurent Schwartz est décédé le 4 juillet 2002, al’&ge de 87 ans.

C' et avec une grande tristesse que j’a accepté I’ honneur d' évoquer ici savie et Son oavre,

Ma téche sera grandement facilitée par I'exigence de son autobiographie «Un mathémdicien aux
prises avec le sécle» [1], and que par une notice mise a jour par lui-méme en octobre 1980 [2].
En outre, plusieurs textes décrivant son cauvre sont parus I'année derniére dans les Notices de
American Mahemaicd Society [3], d'autres vont parditre dans un numéo spécid de la Gazette
des mathémdiciens [4]. De plus a I'anniversaire de sa mort en juille 2003, un colloque de trois
journées a éé organie a I'Ecole Polytechnique par le Centre de Mahémdiques quil y avait
fondé en 1965 et d' autres textes ont &é diffusés.

Laurent Schwartz et né en 1915 dans une famille trés liée aux milieux sciertifiques son onde
Robert Debré était un célébre pédiatre, son péere Anselme Schwartz était lui-méme
un chirurgien renomme e pluseurs de ses freres cousns ou neveux ont dalleurs éé didingués
pa notre Académie. Son grand-oncle (par dliance) Jacques Hadamard (1865-1963) éait un
mathématicien (et académicien) cdéurissme. De plus, Laurent Schwartz a épousé une mathémdicienne
MaieHdae Léwy, fille de Pal Lévy (18386-1971) illutre prabeblige (u ass anden membre de
notre Académie), ils eurent deux enfants, MarcAndré (mort a 28 ans) e Claudine, cette derniere
ang que leur gendre Raoul Robert sont égdlement mathématiciens.

Il N"est donc pas trés surprenant que Schwartz commence son autobiographie par cette phrase:
«Les mahémdiques ont rempli ma vie». Cette phrase surprend néanmoins quand on sat quil a
eu au moins deux autres grandes passons: le comba politique en paticulier pour des causes
humanitaires et auss (€' et sans doute moins connu) la chasse aux papillons !

Céat en efae un etomologite amateur renommé, il a légué au Mustum Nationd d Higtoire
Naturdle une collection impressonnante, une des plus importantes dEurope : une vingtane de
milliers de spécimens, accumulés durant 44 ans, au cours de plus de trente voyages dans les
tropiques, dont deux Sphingidee le «Xylophanes schwartzi» (déorit par J. Haxare en 1992) e le
«Clanis schwartzi» (décrit par J-M. Cadiou en 1993) quil a découverts et qui, sdon l'usage
porte son nom.

Il débute dans la recherche en 190-1942 (I'wniversté de Strasbourg éat dors réfugiée a
Clermont-Ferrand) et y passe sa thése en 1943. Aprés un an a Grenoble ((944-1945) il et mditre
de conférences a Nancy (1945-1952) puis a la faculté des sciences de Paris (1953-1959) ou il et
nommé professeur. 1l est ensuite professeur a Paris VII e a I'Ecole Polytechnique (1959-1969),
et enfin déaché aplein temps al’ Ecole Polytechnique de 1969 a 1980.

On doit sgnder que Schwartz fit partie tres t6t du groupe de mathématiciens connu sous le
pseudonyme de Nicolas Bourbeki et quiil  fut manifetement tres influencé par eux, méme sil ne



partageait pas, entre autres, leurs réticences envers le calcul des probabilités.

Son ocanvre dentifigue commence en andyse hamonique: sa thése «Etude des sommes
exponentidles» a longtemps fait référence (publiée en 1H3, réaditée en 1959). Elle et slivie en
1947 pa son impressonnante théorie des fonctions moyenne-périodiques sur laquelle I'influence
de son collegue J. Desate (qui avait introduit ces fonctions) est manifeste. Un peu plus tard, en
1948, Schwartz découvre le premier exemple, dans le cas paticulier de R" pour 1§ 3, d ensemble
ne possédant pas la propriété de synthése harmonique. Le cas général (dont celui de R et R) a éé
résolu une dizane daméss plus tad pa Paul Madliavin. Bien que beaucoup plus smple,
lexemple de Schwatz qui a surpris ses contemporans reste une réféence historique
incontournable dans les manuels.

Mas sil e cdéebre cest incontestablement pour sa théorie des didributions qui lui a vdu la
médaille Fieds en 1950 et une renommée internationae considérable gprés cda

L'une de ses motivations éait de donner un sens rigoureux a des cdculs faits couramment par les
physciens (dont lingénier dectricden Oliver Heavisde & Paul Dirac) et judifies physquement
et heurigiquement, mais totdement dénués de sens pour un mahématicien. Ces cdculs utilisaient
pa exemple la «fonction Ddta» de Dirac qui date de 1926 : nulle partout sur la droite rédle sauf
en zéo, infinie en z&o & dintégrde égde a 1. Aucune fonction digne de ce nom ne possede de
teles propriétés. Il sagissat donc de générdisxy convenablement la notion de fonction pour
donner un sens aux cdculs de Dirac & Heavidde qui fasaent intervenir non seulement la
«fonction Delta» mais auss Ses dérivees, s primitives et une sorte de produiit.

Apres pluseurs années de réflexion, inspiré par la lecture dun aticle de Choquet et Deny,
Schwatz a en une nuit de 1944, lillumingtion: il voit tout & coup la notion de «fonction
générdiste» qu'il gopdlera «didribution», qui répond a toute une S&rie de quedions et permet, en
paticulier, de donner un sens aux cadculs de Dirac. Il Satdle dors au travall de rédaction e
congruit une théorie compléte, cohérente avec tous les outils d'andyse fonctionndle nécessaires
pour définir correctement les extensons des opérations naturdles sur les fonctions: dérivation,
produit tensoriel, convolution, transformation de Fourier, etc.

Il publiera d'abord des résumés de sa théorie puis I'expose complet en deux tomes parus en 1950
et 1951, qui seront réunis dans la troiséme édition réviste de 1966. Le succes de cette théorie est
rapide et conddérable. Elle ex tres vite adoptée universdlement & et couramment enssignée
ayourdhui dans les cours de mditrise voire de licence. Pourtant, Schwartz écrit dans son
autobiographie [1] que les réticences initides éaent nombreuses Il y en avat principdement
deux types, écrit-il avec humour: ceux qui pensaent que la théorie &at trop smple pour pouvoir
vrament étre utile, et ceux qui pensaient qu’ éle &ait beaucoup trop compliquée pour cda. ..

Bien entendu, dautres travaux avat les dens avaent préfiguré cette théorie nouvele, en
paticuier la notion de «dérivée fable» exidat dga dans certans travaux antérieurs de Wiener,
Leray et Friedrichs ou dans ceux de Bochner, Caleman et surtout S. Sobolev dont Schwartz ne
connaissait pas les travaux avant 1945. Ce denier avait introduit de fagon trés consdquente une
notion de fonction génédiste dés 1936 en vue déudie cetanes équations aux dérivées
patidles. Sur cette base, I'Ecole russe revendique d'ailleurs pour Sobolev la paternité rétroactive
de ce que I'on appdle couramment dans toutes les langues (sauf peut-ére le russe) les
«digributions de Schwartz». Les difficultés de communication Est-Ouest, la guerre e daudtres
facteurs expliquent sans doute ce paradoxe: la publication de Sobolev et antérieure, mais tous
les développements spectaculaires de la théorie jusqu'a aljourd hui trouvent leur source dans la



théorie de Schwartz. L’higorien Litzen qui a écit un livre sur I'histoire des didtributions résume
and la gtudion [5, p64]: Sobolev inventa les digributions mas la théorie des didributions fut
créée par Schwartz.

Peu de théories ont eu une influence auss large. A vra dire, les physiciens ont pour la plupat
continué a fare les cadculs de Dirac-Heavisde comme précédemment sans trop Sintéresser a leur
judtification mathématique. En revanche, la «physque mahématique» (en paticulier la théorie
quantique des champs voir par exemple [6,7]) a bien entendu, adopté les digributions. Schwartz
a dalleurs écrit un manud spécidement dediné a fadliter leur diffuson, intitulé «Méhodes
mahémaiques pour les stiences physques» [§ qui a &é traduit en anglais espagnol, jgponas et
ruse. C'éat a I'origine un cours de licence fameux donné par Schwartz pour mathémdiciens e
physiciens ensamble.

Mas ces surtout en mahématiques pures et gopliquées que les didributions ont &é utilisées.
Elles ont joué un réle crucd dans le déveoppement conddérable des équaions aux dérivées
patidles. Par exemple, la réolution en 1952 par Magrange et Ehrenpres (indépendamment) des
équations a coefficients condants éat jugée impenssble avant les digributions. Ces derniéres
sont utilisées couramment dans tous les travaux ultérieurs dans cette direction: principdement
ceux de Lars Hormander (médaille Fidds 1962) dabord sur I'hypodlipticité, puis plus tad (avec
I'école quil a créée) sur les opérateurs pseudo-différentids, les fronts donde et les Fourier
intégraux, mas on peut citer auss les travaux de J-L. Lions & E. Magenes, Nirenberg,
Sampacchia Dés 1969, Schwartz organise (d'abord avec Chales Goulaouic, ensuite avec
d'autres) un grand séminaire sur les équations aux dérivées partieles (EDP) qui jouit rgpidement
dun pregige conddérable e qui a continué chague année jusgu'a aujourdhui méme a I'Ecole
Polytechnique.

A tout le moins les didributions ont favoris® snon permis le trés grand développement mondiad
actud de ce domaine des EDP qui occupe une place essentidle dans les séminaires, colloques et
publications dandyse & auque se rattachent au moins Sx Membres ou Correspondants de notre
Compagnie.

Mais en fat les didributions ont auss &€ gopliquées dans des domaines tres variés: andyse de
Fourier, groupes de Lie (avec F. Bruhat e HarishChandra), théorie du potentid (Brelot, Deny),
semi-groupes d évolution (J-L. Lions, Chazarain), cohomologie et «courants» (De Rham), etc.

Les didributions ont auss eu beaucoup de petits cousins: Théories andogues mas didinctes
comme les hyperfonctions (Seto, Martineau), les ultradigtributions (pour les classes de Gevrey) &
d autres.

Il et bon de souligner que la plus grande qudité de la théorie de Schwartz, outre son ampleur,
ced sns doute sa amplicité Cest son extreordinare limpidité qui expligue son succes, mas
aus qui rend mdase dgpprécier correctement la difficulté des problémes qu'dle a résolus. Son
oeuwvre e mantenant tellement omniprésente que ses utilisateurs ne sen rendent souvent méme
plus compte !

Schwatz a bien entendu, poursuivi dans les anées 1950 et 1960 I'gpprofondissement de sa
théorie avec le trés important «théoréme des noyaux», et la générdisation des distributions au ces
«avdeurs vectoridles».

Fasant suite aux travaux importants de George Mackey aux Etatsnis, il a auss largement
développé (avec Dieudonné et au s@in du groupe Bourbaki) la théorie des espaces locdement
convexes, éudiant en paticulier les notions de limite inductive d espaces de Fréchet (motivé par



I'epace D des fonctions infiniment différentiadbles & support compact) ans que la notion dude.
Son théoréme des noyaux de 1950 et a la base de la thése phénoménde de 1953 de son deve
Alexander Grothendieck sur les produits tensorids degpaces locdement convexes e la notion
d'espace nucléaire, dont I'impact consdérable se fait encore sentir de nos jours.

Certains de ses réaultats de I'époque, comme I'extension de la théorie de Riesz aux opérateurs
compacts sur les espaces de Fréchet, sont utilisés pour la cohomologie des vaiéés andytiques
(CartanSerre). Cette période «locdement cawvexe» semble £ teminer vers 1966 avec le
théoreme du graphe bordien (amdiorant un résultat di a Rakov) qui Sapplique par exemple a
I'espace D’ des didtributions.

Vers 1964, Schwatz s tourne vers la théorie des mesures de Radon qu'il développe sur les
espaces topologiques générax, puis gradudlement vers la théorie des probabilités sur les espaces
de dimenson infinie (par exemple les egpaces de fonctions ou de didributions). C'est vers cette
époque que la notion de probabilité cylindrique (en particulier dans le cas gaussen) prend une
ampleur nouvele a la suite des travaux de nombreux auteurs d'horizons tres divers: Segd,
Gross, Dudey aux Etats-Unis, Prokhorov, Sazonov, Gdfand, Minlos en URSS mas auss X.
Fernique (processus gaussiens) et J.-P. Kahane (s&ries de Fourier aéatoires) en France.

Inspiré par tous ces travaux, Schwartz développe une théorie des applications radonifiantes, ¢ et
adire des goplications linéaires (entre espaces de Banach) qui transforment les probabilités
oylindriques, mgorées d'une certaine fagon, en mesures de Radon. S la mgoration et de type
Lp, on obtient les gpplications dites p-radonifiantes. Apres des contacts avec S. Kwapien de
Vasovie Schwatz s rend compte que ses goplicaions pradonifiantes coincident (au moins
pour p>1) avec les goplicaions p-absolument sommantes de A. Piesch (Jena, Allemagne de
I'Est). Ces dernieres remontent d'ailleurs dans certains cas particuliers a la thése de Grothendieck
des années 50. La théorie de Schwartz (en particlier son «théoréme de dudité» trés utile) fait
tres vite conddérablement progresser cdle initiée par Fetsch, par I'introduction de nouveles
méhodes probabiliges, comme par exemple I'utilisation sysématique des lois p-stables de Paul
Lévy.

Schwartz a dors organise d'abord seul, puis avec Bernard Maurey une s&rie impressonnante de
sminares, tous redigés qui  représentent une dizaine de volumes commencant par les
applicaions radonifiantes mais gradudlement tournés vers la géomérie & les probabilités sur les
epaces de Banach avec les nations de type et de cotype, que ses travaux sur les lois stables ont
fat germer et qui ont eu un grand impect.

A patir de 1980 environ, Schwartz se tourne plus que jamas vers le cdcul des probabilités. I
développe une théorie trés générde [9] des semi-martingdes a vdeurs dans les variéés. |l trate
auss des martingales conformes sur les variétés andytiques complexes.

Il satache tout particulierement et c'est la nouveauté de son point de vue sur les variétés a
mettre la formule d'lto et les équations différentidles stochastiques sous forme intrinseque. Parmi
s prédécesaurs dans cette direction, on peut citer, outre Ito, Bismut, Dynkin, Elworthy et
Mdliavin. Plus tard [10], il introduit & éudie en déal une notion nouvele intéressante : les
smi-matingdes «formdles», qui ont un lointain ar de parenté avec les didributions, en ce sens
qudles permettent de e libérer dans les cdculs de conddéations ponctudles. Enfin, I'une de
s dernires publications en 1994 [11] combine les semi-matingdes e les agpplications
radonifiantes : il y donne une condition suffisante pour qu'un opéaeur (entre espaces de
Banach) transforme une semi-martingale cylindrique en une semi-martingde «rae».



Bien quil nen at nulle pat fat é&a lu-méme e quil dirat sans doute que diriger une these &ait
dors plus fadle, Schwatz aurat pu s vater davoir une lige ddeves a fare pdir denvie
nimporte que directeur de recherche actud : A. Grothendieck (médalle FHeds 1966), J-L.
Lions B. Mdgrange, A. Matineau, F. Treves L. Boutet de Monvd, S. Baouendi, S. Mizohata,
T. Kotake, M. -S. Narasmhan, les époux Unterberger et bien dautres.

En outre, son tdent (et son got) pour l'ensegnemet (a tous les niveaux) éait aosolument
extraordinaire, € tous les témoignages de ses auditeurs convergent : il subjuguat littérdement
*s éudiants. Le poéte & mathématicien Jacgues Roubaud a fait un magnifique portrait de
Schwartzensdgnant (et auss de son collegue Choquet) dans son livre dont le titre et
«Mathématique :» En paticulier dans le chepitre mdicieusement intitulé «Le coup déat du
généd Bourbeki», il rdae la dupeur des éudiants devant les innovaions pédagogiques
poectaculaires de Schwartz, rythmées par son dignement dyeux et son mouvement dépaules
légendaires, a l'occason de la grande réforme de l'ensignement du caed différentid e intégrd
al'univergté de Pearis dans les années 1954-1956.

Il est difficile de retracer B vie de Laurent Schwartz sans parler de ses engagements palitiques. 1
a tout dabord &€ membre d'un pati trotskiste dans sa jeunesse. Bien qu'il ne se consdere plus
lu-rméme comme trotskiste apres 1947, il ne proteste pas quand ses amis disent qu'il e toujours
resé un «ancien trotskige». En tout éat de cause, son ancienne gppartenance a ce parti lui a vau
de grandes difficultés pendant prés de quarante ans pour obtenir un visa dentrée aux EtasUnis
et cdlaméme en 1950 pour dler recevoir lamédaille Fidds au congrées mondia de Harvard.

Plus tard, il set résolument engagé contre la guere en Algéie en paticulier en dgnat le
«Manifete des 121», ce qui lui a vadu en 1961 de perdre son poste de professaur a I'Ecole
Polytechnique, quil retrouvera environ un an plus tad. 1| semble dalleurs quaucun de ses
collégues n'ait accepté dors de prendre sa place.

Il fut profondément chogué par le sort du jeune mathématicien Maurice Audin, aré&é par les
paachutiges a Alger en juin 1957, puis «disparu» e probablement assassné Schwartz forma
dors avec Hemri Catan e dautres un Comité Maurice Audin & organisa a la Sorbonne la
soutenance de la thése de Maurice Audin «in dsentia». Mais le lien de la famille Audin avec les
mahémdiques ne sarée pas la : trente ans plus tard, il y a une Audin mathémaicienne
distinguée, professeur & Strasbourg, ¢ est safille.

Par la auite il paticipa au Tribund de Bertrand Russd pour juger les crimes de guerre améicans
au VigNam, & soutint par de multiples pétitions e plusieurs vistes au VietNam du Nord la cause
des insurgés vietnamiens anti-ameéricans.

Enfin, il paticipa activement au Comité des mathématiciens fondé avec notamment Henri Cartan
e Michd Broué pour dénoncer les emprisonnements ou internemerts de  pluseurs
mahémaiciens (dont Pliouchtch, Chtcharanski, Massra, Assdon) de nationdités diverses
(URSS, Uruguay, Maroc). Les campagnes meneées inlasssblement par ce Comité conduidrent a
pluseurs libérations dont cdles de Pliouchtch et plustard celle de Chicharanski.

Indépendamment de ses engagements politiques, Schwartz sest engagé tres femement a



plusieurs reprises das des combats pour réformer I'universté. Tout d'abord, il n'a pas hésté, tres
tot, a affirmer haut et fort quil éat en faveur de la Slection a l'universté quand bien méme les
mouvements éudiants dlaent dans l'autre sens. A I'Ecole Polytechnique, il a constamment agi,
dépensant une énergie conddérable, pour modemniser et diversfier l'enssignement sous forme
doptions offertes aux deéves suscitant ains beaucoup plus de vocaions scentifiques que par le
past. De plus, il y a créé en 1965 un centre de recherche en mathématiques qui et maintenant
depuis longtemps au tout premier niveau mondid.

Au début des années 1980, il a fondé avec dautres I'association «Qualité de la Science Francaise»
(QSF) pour lutter contre I'utilistion grandissante de criteres non scientifiques dans le recrutement
des ensagnants, qui aboutissait a un grand nombre de recrutements locaux de qudité discutable.
En fasant dire ses représentants dans les diverses ingances universtares, cefte association a
contribué a nir lagtuaion & traverslaréforme du systéme de recrutement qui S ensuivit.

Vers 1981, suite a I'dection du Présdent Mitterrand, Schwartz a &é chargé dune expertise sur
l'université francaise (dans le cadre de la Commisson du Bilan). Pami les nombreuses
recommandations du rgpport qui en a réulté l'une ddles, la crédion dun Comité nationd
dévadudion des univerdtés a éé immédiatlement mise a exécution. Cet ansd que Schwartz et
devenu en 1985 le premier Présdent du CNE dont il avait recommandé la crégtion. Ce comité a
éé pris trés au S&rieux par la communauté universtare, e cedt sans doute désormas une
inditution bien éablie.

Sil fdlat résumer Laurent Schwatz dun seul mot, Cest «rigueur» qui vient a l'esprit: Rigueur
mahématique dun grand mahématicien, cherchant toujours la plus grande génédité pour ses
résultats et perfectionnant sans cesse ses rédactions, Riguewr morde e honnéeté intdlectudle
portée a I'extréme dun citoyen du monde internationdise & anticolonidide intrandgeant. Mais
ce mot ne décrirat pes la trés grande chdeur humane et la générodité qui émanat de sa
personne, car ¢ éait auss fondamentalement un homme de caaur.

Pour terminer, je voudras smplement citer une phrase [4] du préSdent actud de la socéé
meathématique de France, Michd Wladschmidt : «Peu de mahématiciens gagnent leur place dans
I'imaginaire collectif nationd. Laurent Schwartz est I'un d'entre eux.»

Références

[1] L. Schwartz

Un mathématicien aux prisesavec lesecle
Ed Odile Jacob, Paris (1997)

[2] L. Schwartz

Notice sur les travaux scientifiques de Laurent Schwartz

Math. Andyss and applications. (2 Volumes en 'honneur de Laurent Schwartz) Advances in
Math. Suppl. Studies, val. 7A (1981) 1-25

[3] F. Treves G. Fiseree M. Yor



Laurent Schwartz (1915-2002)
Notices American Mathematica Society, (Oct. 2003) 1071-1084

[4] Gazette des mathématiciens, Numéro spécia Laurent Schwartz, a parditre en 2004.
210 pages. Soc. Math. France.

[5] J. Litzen
The prehigtory of the theory of didtributions
Ed. Springer-Verlag, New Y ork-Berlin (1982)

[6] R.F. Stregter and A.S. Wightman

PCT, spin and gtigtics, and dl thet

(Corrected third printing of the 1978 edition). Ed. Princeton Universty Press Princeton, NJ
(2000) x+207 pp.

[7] J Glimmand A. Fife
Quantum Physics
2" Ed. Springer-Verlag, New-Y ork (1967)

[§ L. Schwartz
Méthodes mathématiques pour les sciences physiques.
Ed. Hermann, 392 pp., Paris (1961)

[9] L. Schwartz

Sami-martingales sur les variétés et martingaes conformes sur les variétés andytiques complexes
Springer lecture Notes 780, 132pp.

Ed Springer-Verlag, Heiddberg (1980)

[10] L. Schwartz

Les sami-martingdes formeles

Séminare de Probabilités XV. Springer lecture Notes 850, 413-489
Ed. Springer-Verlag, Heidelberg (1981)

[11] L. Schwartz

Sami-martingdes banechiques : le théoreme des trois opérateurs. Séminare de Probabilités,
XXV, 1--20, Lecture Notesin Math. 1583.

Ed. Springer, Belin (1994)



