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L4 COURBE
DESCENSUS AZQUABILTIS
DANS UN MILIEU RESISTANT

COMME UNE PUISSANCE QUELCONGUE

DE LA VITESSE.
Par M. pE MaurERTUIS.

I N 1687 M. Leibnitz, 3 'occafion de fa difpute avec

YML IAbbé Catelan fur les forces vives, propoia 4 fes
adverlaires , de trouver la courbe dans laqueile un corps
tombant par la feule force de la pefanteur, sapproche éga-
lement de I'horifon dans des remps égaux. Parla il leur fai-
foir voir que puifqu’on peut régler d’une maniere arbitraire
le rapport entre les chiites d’un corps & lestemps qu'il em-
ploie a ccs chutes, la confidération des temps, qui (toit la
feule reffource des adverfaires des forces vives ,ne devoiten
aucune maniere entrer dans Peftimation de ces forces. M.
Leibnitz vouloit aufli faire comprendre 3 M. Abbé Catelan
que FAnalyfe de Defcartes ou 'algebre ordinaite n’étoit pas
futlifante , comme il le prétendoir, pour réfoudre toutes for-
tes ce problemes.

Ce probléme, qui ne fut point réfolu par ceux & qui il
éroit propofé ,recut en 1694 différentes folutions des plus
célebres Géometres. Au lieu de prendre I'horifon pour terme
des approches du corps, on prit un point quelconque ; &
M*. Bernoulli diftinguerent leurs folutions par les ¢légantes
conftruttions qu'ils donnerent de la courbe Defeenfus aqua-
bilis. Enfin M. Varignon en 1699 donna au Probléme une
efpece de généralité, en ne l'aftreignant ni 2 'hypothefe de
Galilée fur les viteffes, niau rapport d'égalité entre les chii-
tes & lestemps.
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Jufquici tout s'eft paflé dans le vulde, & nous n‘avons
aucune folution du probléeme dans un milieu réfiftant. On
voitaflez que cette circonftance doit changer extremement
la narure de lacourbe Defeenf. equab. En effer cette courbe
qui eft la feconde parabole cubique dans le cas propofé par
M. Leibnitz, ceft-d-dire, dans le cas oirle corps dans le
vuide doit s'approcher deThorifon proportionnellement aux
temps, cette courbe , dis-je , dans un milieu réfiftant, coms-
me une puiffance quelcenque delavitefle, devient tranfcen-
dante du fecond degré.

II. Comme Fhypothefe particuliere d'une réfiftance pro-
portionnelle au quarré de la virefle donne un moyen de wrou-
ver cette courbe qui ne feroit pas applicable aux autres hy-
pothefes: je commencerai par cherchierla courbe dans cette
hypothefe, je donnerai enfuite toutes les courbes Defeenf.
equab, pour quelque hypothefe de réfiftance que ce foit.

Scir la courbe que P'on cher- B A
che, ENe== s, AU ==x, ON
==y ; la forcec de la pefanteur
== p : la vitefle du corps dans
quelque point V de la courbe

_—
— U

Le corps tombant dans la
conrbe BV, faforce accéiératrice
dépend de deux caufes; l'une el
laforce de la pefanteur, lautre la
réiittance du milieu. Pour trouver
ce que la pefanteur y contribue,
ayant pris la conftante VCpour p ,
je la décompofe en deux autres E S J
torces ,,une MR perpendiculaire, c
Fautre R C parallele & Ia courbe ;

il eft clair que certe derniere feule accélere le corps ; atnfi
P-v’ v

— 2t la force accéléeatrice produite par la pefanteur.

Mais la refliftance du milicu s'oppofe a cete forece, & en:
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doit détruire une partie : or cette réfiftance érant proyor-

. 4
tionnelle au quarréd de la vitefle, {i Pon prend = pour fun
q b w P

Intenfité, Pon aura pour la force retardatrice du corps ©¥;

-]

& pour la force accélératrice a&tuelle produite parles dcux
caufesPT’iﬁ — 2%, Or la force accélératrice, multphide yar
n

5
le temps , donne la différence de la vitefle; Pona denz ici

d Y s
~(%€——11) ds=vdv,ou npdyv==vvds—+nvduw

n
H[. Pour avoir v dans cette équation, je la muliiplic
Parc’’ (¢ érant le nombre dont le logarithme eft T'unitd, &
Jun coéthicient que je vais dérerminer ) jai donc npcltdy
==vvcds 4 nc vdv, dont Nntégraie cft /oo Jx

= %L‘Uc"‘— J% [P vdy 4= nftTvdu. Je cherche
maintenant la valeur f propre 4 faire évanotiir les denx-
derniers rermes, & je trouve f === = 3 lintégrale de I'¢-
2’ 24

. — ] —

quation clt donc npfer do==-vuvcr, & vv ==
5

2p n .
cn

IV. Maintenant puifque dans la courbe que 'on cherche,
les defcentes verticales doivent &tre proportionneiies aux

temps , 'on a ";f proportionnel a dx ; ou prenant 4 pour une

arbitraire conftante £ — " . Subftituant dans cette ¢qua-
vV qq9
tion expreflion de la vitefle , 'on a e 4
apc W fevdx 1
25 P

c " ds2

X - . ? . .
zpdﬁzﬁfc « dv. Différentiant cette équation , elle

ou

devient gqdx d s —— nggdxdsdds — nqqdsddx = updx +,
qui eft I'équarion de la courbe Defeenf. equabilis.
V. Cette équation n'eft pas intégrable; cependant on peut

Ggi
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confrruire la courbe par les quadratures , comme Pon va vo'r.
Dans I'équarion 99dxd ¢~ nggdxdid Is — ngqlsdix
=updx,Lon n'afuppoféaucune desdifférentielles conftante;
fi donc on faitdd x == o0, l'on aura g4ds* 4+ n qqdsdds

==npdxi,ouqgq(dxr - dly‘)% ~+ngqdyddy=—=npdx’.
Si maintenant Pon fait dy == 2%, ddy:‘?zqdl; ces

rlw

valeurs fubflituées dans I'équation, I'on aura ¢* ( g9~4-22)
q
—i~ nzdz==-npdx. D’ott 'on tire dy = ’lzd" T
np—7(gq44232)2

Conftruifant donc la cour-
be DF, dont labiciffe D E
=2, & lordonnée FE <=

—42%2 ____, P'on aura F,
np— g (qq+zz)?

s. DFE
x —— |'aire .

q
Faifant enfuite une feconde o:
courbe D H, dont labfcifler, D :

DIl=—Taire2TE & Pordon- | GE K

9
née HI == = = ["ablciffe DL
de la premicre, on aura y =

3 . 1 . H
Faire 22!, Ainfi I'on aura le:

q
deux coordonnéesdcla courbe

que l'on cherche. H X
On peut remarquer que I=
premiere courbe D[] eft quar- 7
rable par logarithmes: car (i 'on fait 79—+ z2z==1¢:,Yon
change la premicre expreflion qnzdz _,en?and
mp—— (qq-+z22)r

qui eft intégrable par logarith.

Ayant communiqué cerre folution, & cette conftruQion
de la courbe a M. Bernoulli, il m’envoya unc maniere de
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petfeicnner la confiru&ion , qui ef digne de fonillufire
Aureur:je vais la rapporter ici, extraite de 2 lettre, furla
permiflion qu'il m’en a dorrée,

Soit G le centre de gravité de I'aire DFE, d'cir Pen ¢
abbaiffe la perpendiculaire OG : par la nature de ce centre, ¢
; YEF DG s
onaDHI::DFE.I)Q; d(,ncy - DHI__ DFF.Dty,
9 q 99
. C’eft pourquoi 'on peut pafler de aire 2 HI; s
pourg f

x.DG

7 :
car fuppofantlafoufcentrique DG donnée dans laire donnde ¢

DIt , on wouve la valeur de y, en faifantg: DGiix
x.D G

;- — =y ordans la pratique il eft fort aif¢ de connoitre ¢
la foufcentrique des figures, en metrant la figure DFEcn <
fituation horifontale fur le tranchant d’un plan vertical pa- ¢
rallele FL, quel'onavance ou recule d'un mosvement rou- ¢
jours parailele jufqu'a ce que la tigure DFE foiten équili- ¢
bre; cela fair, la partie D emportée parle tranchant fera ¢
la foufcentrique. ¢

Voici la démonftration de la confiru@ion de M. Bernoulli.

L’onapar lanature du centre de gravitd D G == _;_/& dx;
c’eft a-dire { & caule dex =—=DFE g de y=—LHI) pG
1 q
= _1 DHI,‘DOHCDHI-——DG‘DFE&y__DG.I)FE
DIE 7 —
x. DG

q

VII. Voila le probleme réfolu pour un milieu réfiftant ,
commie le quarré de la viteffe : ceure hypothefe, outre qu'elic
eft affez conforme a la nature, a encore pour le calcul cet
avanrage particulier , qu’on peut trouver en termes finis |'ex~
preflion de la virefle, ce qui narrive pasdans les autres hy-
porhefes de réfiffance proportionnelle a quelqu’autre puif-
fance de la vitefle.

VIII On peutcependant par une autre méthode fe pafler
de l'expreflion de la vitefle, & réfoudre le probi¢me en
générai, pour un milieu qui réifteroit comme une putflance
quelconque de la vitefe,

Ggij



238 McuvoIrREs DE 'AcapEMIE RoYALE o
En fuivant les mémens raifonnemens qui ont conduit a
Iéquation (fig‘ii'__ Y%} ds == vdv , on trouvera dans I'hy-
5 n
pothefe d'une réfiftance proportionnelle & une puifflance
quelcongue de la vitefle (225 — ¥ )dse=1v dv.
ds ne—1 p s
. $

L'on ade plus parla propriié de la courbe — = —3

Y

. . 15
Ton a par cette derniere équation v & dv = I~ &

gdx '“’;:z” dsddx . ces valeurs fubftituées dans la premiere

donnent pour 'équation de la courbe Defeenf. equab.
P”e—'d’::_i’_qed‘e“ ===dx"7 (qqdxdsdds —qqdsddx).
Sil'on fait dx conftant, cette équation devient pa‘™" dx® ™’
— g ds" ==n"" gqdx"*dsdds;oupn T rdx " — gt
41 .
(dxr —4-dy) T ==n""'gqdv— dyddy, quieft I'équation
de toutes les courbes Defeen/. wguab. pour telle hypothefe
de réfiftance que 'on voudra.
IX. Toutes ces courbes font confiruifibles par les quadra~

tures : car faifant dy == 2%* ddx —— =%, & fubflituant ces
q

q
valeurs dans la derniere équation , il vientpnt =" dx *+ ' ——qe
2z ¢ 3
(dx* == Ldx*) * ==pn"""dx"zdz Dol lon tire dx
n—lzdz

——een

L]
-

P — - (ggtan) T

Conftruifant donc la courbe DFdont 'abfciffe DE — ¢ ;

& Pordonnée FE = R — , lon aura
pr—i——(qq422)2

DFE
q
Faifant enfuite la courbe DH , dont Pabfciffe DJI=laire

2;3 » & l'ordonnée HI==labfcifle D E dela premiere,

x = aire
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Pon zura v == [aire

Yon a denc ainfi les deux
coordonndées de la courbe
Delcenf. aguab, F

XK. Ayant laire D FE de I3 '

premiere courbe , I'on pourra

fe paffer de la feconde par la o:
confidération du centre de, D :
gravité, comme 'on a virdans GE K
Ia folution particuliere : car,

DFE

avant x —= . I'on aura

q
x. DG

toujours y =—

ML Sion ﬂ}p’;ofe Ne== 00,
ceft-a-dire, que la réfiftance | g £
du milieu {oit nulle, I'équa-
tion générale pn'™' dutt )

e—+1
— ¢ @ —-dy [ ==n"gqd e dydly, fe réduira
apdx'===gqdyddy,oupxdx —- padxr ==12dy-;ou

2

dy :[% V' (2pa—-2ps),ouenfiny == :*‘;i(})a—-}-px)%—{—b,»
q

D’ou l'on voit que dans le cas d’une réiiftance nulle , Ou
dans le vuide, la courbe D¢ cenfe @quab. eft une parabole
cubique , comme Ponttrouvé M . Leibnirz , Bernoulli &.
Varignon. Dans ce cas il eft évident que les deux courbes

DF, DH, font quarrables.

XII. Dans certaines hypothefes de réfiftance , Péquation-
générale de la courbe De:ceny. aquab. fe peur ramener aux.
premicres différences , & méme aux quantités finies.

1°. Si par ex. on fuppofe que le milieu rélifte en raifon fim-
ple directe de la viteffe du mobile , ¢ fera == 1, & I'équation

dyddy == _dx,o0n

énérale deviendra :
g (p—q)dar—qdy 79
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2gdyddy 2 ) > Ad N
G—a) dv—q 77 - dx, dont I'intégrale eft / Adx
""‘1(([7 q)dxx qdy)———%x;d’ohrepaffantaux

nombres , & (‘prenant ¢ pour le nombre dont le logarithme
k3

> PR d
==1),l'on Ad= — dy=—=12
)5 3 (r—q)dx*—gdy R vy

V(p-—-‘cl-—-x-Ac_%x); & faifant p==gq, & — A=BB5,
cette équation devientdy —— ‘%-c Tt dx, don: Pintégrale
Cﬁy:——Bc—;VP _{__é, Ou(b___y)c ;-=D; d’ol\l
Yon voit que dans cette hypothefe, la coutbe Defeenf. equab.
eft une courbe exponentielle.

.. 2% Si Pon fuppofe que ¢ milteu réfifte en raifon doublée
de lavitefle; Péquation générale(pn“’ dxt —g ds* =0t
gq9dx" " dsdds ) deviendra 494s’ ~ nqgqdsdds == npdx’ , qui
eft la méme que nous avons trouvée dans la folution parti-
culiere. Cette équation fe peut ramener aux premieres diffé-
rencessmaisavecdss quantitésexponentielles:car lui donnant

. 1. ds
cette fo rgqdsdds 34s
me e g =1 & multipliant tout par2—,

’ L 39q9dstdds  3ds e 3
lona npdss —ggds —=—, dont l'intégrale eft /.4 dx

—l(npdxi——qqds’ ) == 3;‘, ou repaflant aux nombres

3
Adxi==cn (npdx3——7qd5?),
3°. Sil'on fuppofe que le niilieu réfifte en raifon triplée

de la vitefle du mobile, Péquationpn—* da** —g°ds<**
. e —1 e—2 . dsdds dx—1
===n"""gqdx*""dsdds, deviendra St —g i = gy ? OU
"_(‘;'.'dxzd:dd: e nndx’( sdsdds -4 2dsdds
J

P e P GAV (T dnY ey — )
3 q H

:qul V(%”;.")=4dx, dont l'intégrale eft nV(TZ-).lA ‘

(.dxlV(”_q"s—?)-i-ds%)-—l(dx’-l/("—q':—”)——dS*)————&'x,
. ou
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. ) 1. s A;z\/pdxi—t-v{q}{qdi__’ A
ou repaffant aux nombres,Fona( v pdsi—gvgds :

A
v )

4%

==

An\/_pdx’-k-;lq!'c]dﬂ

nYpadxt—gvgas”
AP , .

~ AgVgdsie=cn  q (nVpdxt—qVqds)

A

— ou A’m”pdx’*

4°. Si I'on fuppole maintenant que le milieu rélifte uni-
formément , on aurae===o0 , & équation pn* ™" da‘*  — g

. dedds
s+t == n" ggdxt T dsdds deviendra £ dy——dso—s 11207,
n

Hix?

ou pdx——rnds == 228427 dont lintégr, eft 22x —2 it zne
dx* q9
ds?

———— e
dxe

5. Si P'on fuppole que lemilicu réfiffic ¢a wifon imple
e

inverfe de la vitefle du mobile ; Péquationpn® ™ dx ™', &
ot P L‘__‘_qqd:dd.r ; S A
d\.vmnta-——— = i » OU pgda’ —— nndx’ == ¢'dsdds,
dont l'intégrale eft (2p g x —=2nn 2~ 2nna) dx*===g ds*,
ou(z2pgx— 2n8x —= auna)dx: ==gdast—-q dy,

0}1((2pq——-—2nn)x+2nna—-—q"v)dxz___q:d}e_,“ou
q%dy:zdo:(v’(zpq -——2nn)x—{-—2mm___qz)ou (}1-{—-&)

3
(2pqx——2npx—t2nma—q' ) * ¢quas

av g —
v 1 5pg—snm

tiona la 2 « parabole cubique.

Quoiqu’un milieu réfiftant en raifon inverfe de la vitefle
du mobile nait point apparemiment licu dans la nature, ceft
cependant une chofe fort digne de remarque, que la 27< pa-
rabole cubique qui eft dansle vuide la courbe Defeenf. equab.
la foit encore dans cette hypothefe ; il arrive en quelque
maniere a cette courbe, ce qui arrivea la cycloide, qui
drant la courbe ifochrone dans le vuide, Peft encore dans un
milicu réfiftant en raifon f{imple direte de la vitefle , outre
qu'elle I'eft aufli dans un milicu dont la réfiftance feroit uni-
forme.

Mem, 1730. Hh
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Toutes ces hypothefes de réfiftance dont nous venons de
patler , & plufieurs autres donneroient des conftruétions par-
ticulieres de la courbe Deféenf. @quab. dont quelques-unes
pourroient étre plus fimples que celle que nous avons don-
née. Dans I'hyporhefe » par ex. d’'une réfiftance proportion-
nelle a la fimple vitefle, Ia courbe fe peut confiruire fans
quadrature , par le moyen de la feule logarithmique ; dans
les autres , en quarrant des courbes exponentielles.

Mais y'ai mieux aimé donner une conftruction générale
pour toutes les hypothefes de vitefle , que de détailler tou-
tes ces conftrultions parriculieres.
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